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关于 数学 教育 的 “神话 ” 


几 年 来 , 一 部 分 活路 的 教师 和 对 数学 有 一 
定 了 解 的 父母 组 建 的 几 个 团体 (以 下 称 为 "反对 
派 ” ) 联 手提 出 : 目前 我 们 进行 的 数学 教学 是 完 
全 错误 的 . 这 群 聪明 而 富有 创见 的 人 , 对 全 美 
数学 教师 协会 (美国 最 大 的 全 国 性 的 数学 教师 
组 织 , 简称 NCTM ) 发 起 新 一 轮 的 攻击 . 这 是 
了 解 美国 “数学 战争 ”的 绝 好 机 会 . 反对 派 认为 : 
应 该 让 孩子 们 了 解 他 们 的 数学 现状 ,这 就 是 : 
“必须 学 会 快速 地 在 脑子 里 做 乘法 , 并 且 不 依靠 
计算 器 来 做 长 除法 . 否则 , 在 学 习 代数 时 他 们 将 
一 败 涂 地 ” 他 们 责备 位 于 弗吉尼亚 洲 Reston 
镇 的 NCTM 鼓吹 宽松 的 教学 环境 , 放任 学 生 自 
己 去 寻求 定律 法 则 , 在 计算 中 过 多 地 依赖 计算 
髓 . 

另 一 方面 , NCTM 人 士 指出 : 这 完全 是 对 
他 们 工作 的 一 种 误解 . 


有 在 恰当 的 时 机 采用 恰当 的 方法 才能 使 学 习 
卓有成效 . 学 习 的 目标 不 仅 是 了 解数 学 中 的 事 
实 和 过 程 , 还 包括 思考 .推理 和 应 用 数学 . 学 生 
必须 在 深刻 理解 的 基础 上 发 展 他 们 的 能 力 . 
神话 2 一 一 我 们 期 待 孩子 们 自己 发 明 、 用 自 
己 的 方法 来 进行 基本 算术 操作 , 而 不 是 被 动 地 
接受 标准 的 算术 算法 和 理论 并 付 诸 操练 . 这 样 ， 
他 们 对 数学 的 理解 会 更 深刻 , 有 更 强 的 归属 感 . 
反对 派 : 没有 掌握 标准 算法 的 孩子 在 学 习 
代数 时 就 会 遇 到 困难 . 单 是 依据 NCTM 标准 
编写 的 教材 有 意 淡化 、 其 至 彻底 遗漏 长 除法 的 
训练 , 就 导致 学 生 们 在 数学 上 面临 困境 . 对 长 
除法 的 熟练 掌握 是 他 们 进一步 学 习 代 数 ( 多 项 
式 除法 )、 微 积 分 基础 ( 求 根 、 渐 近 线 ) 和 微 积 
(如 :有 理 函 数 的 积分 和 拉 普 拉 斯 变换 ) 必须 掌 
握 的 一 个 预备 知识 . 这 不 仅 要 求 具有 估算 和 计 











反对 派 们 把 他 们 发 动 新 的 攻击 称 为 "数学 
教育 的 神话 及 你 不 能 相信 的 理由 ”. 我 摘录 了 
这 些 “ 神 话 ” 的 内 容 及 其 理由 , 并 请 NCTM 逐一 
进行 了 管 复 . 以 下 就 是 双方 的 意见 . 

神话 1 一 一 只 有 学 生 自 己 发 现 的 知识 才能 
真正 掌握 . 

反对 派 : 学 生 们 学 习 的 方法 是 多 种 多 样 的 . 
让 学 生 自 己 发 现 知识 大 都 需要 化 宽大 量 的 时 
间 , 而 这 不 仅 不 能 保证 学 生 在 结束 时 掌握 正确 
的 概念 , 还 可 能 耽误 甚至 妨碍 下 一 阶段 的 学 习 . 
成 功 的 教学 应 该 让 学 生发 现 其 中 一 部 分 经 过 精 
挑 细 选 的 知识 , 而 不 是 全 部 . 

NCTM: 我 们 从 未 把 发 现 法 作为 教学 中 
的 惟一 方式 或 者 主要 方法 . 事实 上 , 我 们 也 同 
样 认为 学 生 学 习 的 方法 是 多 种 多 样 的 , 而 且 只 


算 技 能 , 同时 也 有 助 于 数 的 意识 和 对 十 进 数 制 
符号 的 灵活 应 用 , 这 是 其 他 简单 的 算术 操作 所 
无 法 取代 的 . 

NCTM: 我 们 从 未 主张 握 弃 标准 算法 的 
应 用 . 关于 NCTM 淡化 长 除法 的 论调 纯粹 是 
胡说 八道 . 我 们 坚信 所 有 的 孩子 都 必须 熟练 党 
握 算 术 运 算 ( 加 减 乘除 ) 并 能 在 运算 中 应 用 有 
效 而 精确 的 方法 . 

不 管 学 生 使 用 什么 特殊 方法 , 都 应 该 能 够 
对 方法 做 出 解释 , 了 解 还 存在 着 其 他 的 方法 , 并 
看 到 那些 高 效 、 精确 的 数学 算法 的 用 处 . 这 才 
是 进一步 学 习 代 数 和 更 高 深 的 数学 的 基础 . 

神话 3 一 一 有 两 种 截然 不 同 、 无 法 并 存 的 教 
学 方式 . 一 种 是 NCTM 支持 的 通过 问题 解决 
来 加 深 概念 理解 的 方式 ; 另 一 种 只 是 通过 训练 
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和 练习 来 教 数学 技能 . 孩子 们 不 需要 化 太 多 的 
时 间 来 做 练习 或 复习 基本 的 算术 操作 过 程 . 只 
有 概念 才 是 重要 的 . 

反对 派 : “孩子 们 创造 力 和 能 力 的 起 点 应 
同时 建立 在 概念 和 算法 上 . ……… 数学 上 的 成 
功 的 基础 在 于 对 算法 的 熟练 掌握 , 以 及 对 概念 
的 理解 .” 

在 数学 中 教 什么 是 数学 教学 中 最 重要 的 
部 分 .怎样 教学 虽然 也 重要 , 但 被 " 教 什么 "所 
支配 着 . 很 多 的 理解 都 源 自 对 基本 技能 的 熟练 
掌握 -一 这 是 多 数 数学 教授 支持 的 一 个 观点 . 
实践 证 明 , 学 生 系统 地 掌握 他 们 必 备 的 预备 技 
能 , 才 可 能 在 数学 的 各 个 领域 获得 成 功 . “ 神 
话 3” 把 概念 的 理解 和 基础 训练 对 立 起 来 是 完 
全 错误 的 , 是 一 种 虚假 的 二 分 法 . 然而 NCTM 
却 主张 “ 少 强调 "高 层 数学 的 需求 , 如 算术 和 代 
数 中 的 许多 基本 技能 等 等 

“学 生 只 能 记 住 他 们 曾 大 量 练习 过 的 内 容 
-一 只 能 对 那些 多 年 来 持续 不 变 的 练习 内 容 有 
长 时 间 的 记忆 一 这 是 无 法 回避 的 事实 ” 

NCTM: 数学 教学 方式 并 没有 走向 两 个 
极端 . 有 许多 行 之 有 效 的 教学 方式 . 任何 一 个 
老师 都 不 会 每 天 用 同一 种 方式 教学 . 一 个 优秀 
的 教师 会 把 各 种 最 好 的 方法 加 以 综合 运用 , 使 
学 生 既 能 理解 数学 概念 , 也 能 精通 数学 程序 . 

值得 一 提 的 是 标准 算法 并 没有 在 全 世界 形 
成 惟一 的 标准 . 最 重要 的 是 算法 的 有 效 性 , 并 
让 学 生 懂 得 这 种 算法 之 所 以 有 效 的 依据 . 

教师 每 天 要 为 学 生 的 教学 任务 选择 合适 的 
教学 形式 . 那么 问题 就 产生 了 : 教师 提出 一 个 
问题 后 应 该 等 待 多 长 时 间 ? 该 怎样 鼓励 学 生 ? 








TAT 


(上 接 第 9-13 页 ) 

果 的 时 候 , 学 生 的 学 习 兴趣 无 疑 会 大 大 提高 

3. 教学 效果 反馈 .直观 感知 数列 的 极限 对 
大 多 数学 生来 说 , 并 非 难点 更 高 的 要 求 是 从 
哲学 观 上 来 领会 极限 的 思想 ( 即 渗透 从 潜 无 穷 
到 实 无 穷 的 极限 观念) 从 课堂 上 学 生 的 回答 及 
课 后 作业 来 看 , 效果 是 满意 的 . 约 有 的 学 生 
解答 了 选 做 作业 , 尽管 教师 说 明 不 作为 学 习 要 





数学 教学 9-1 


该 给 学 生 多 少 鼓励 训练 要 达到 怎样 的 质量 
和 水 平一 简 而 言 之 , 这 些 因素 综合 起 来 成 
为 每 个 学 生 的 学 习 机 会 . 但 适合 所 有 人 的 模式 
是 不 存在 的 . 

神话 4- 一 与 其 他 教材 相 比 , 依据 NCTM 
标准 制定 的 教材 , 对 数学 学 习 困难 学 生 比 较 好 . 

反对 派 :“ 在 缺乏 足够 的 数据 作为 依据 前 ， 
对 那些 新 数学 运动 改革 或 潮流 的 诱惑 , 教育 
者 必须 加 以 抵制 … …: 

来 自 加 利 佛 尼 亚 州 和 国外 的 大 量 数据 表 
明 , 学 习 上 有 障碍 的 孩子 们 在 构建 得 更 完善 的 
学 习 环境 中 表现 要 出 色 得 多 . 

NCTM: 美国 大 部 分 教材 都 声称 是 依据 
NCTM 标准 制定 的 ， 重要 的 是 我 们 使 用 震 样 
的 教学 方式 来 教 这 些 内 容 . 每 一 个 学 生 , 都 应 
享有 学 习 重 要 数学 , 迎接 思维 挑战 的 权利 . 

神话 5 一 一 城市 里 的 教师 喜欢 用 依据 
NCTM 标准 制定 的 教材 . 

反对 派 :“ 只 要 提 一 下 TERC 教 程 (该 教程 
强调 在 数学 教学 中 要 动手 实践 , 教程 的 编者 不 
相信 只 依赖 足够 的 纸 笔 能 让 数学 学 习 奏 效 ), 就 
能 让 波士顿 教师 联盟 的 一 百 多 位 教师 代表 怨 声 





NCTM: 进行 课程 改革 是 非常 困难 的 , 不 
仅 有 大 量 的 工作 要 做 , 还 需要 教师 .学 生 和 家 长 
的 共同 支持 . 值得 一 提 的 是 使 用 TERC 教 材 的 
波士顿 学 生 情况 正 日 益 好 转 ， 从 2000 到 2004 
年 , 在 马萨诸塞 州 测试 中 不 及 格 的 学 生 的 百 分 
比 从 46 下降 到 了 30， 而 成 绩优 良 的 学 生 的 百 
分 比 从 14 上 升 到 了 22. 

(浙江 省 宁波 效 实 中 学 潘 青 编译 ) 


和 TT 
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关于 数学 “ 双 基 "教学 的 速度 要 求 


215500 江苏 省 常熟 理工 学 院 数 学 系 田 中 


在 检查 数学 学 习 的 质量 时 , 是 不 是 应 有 解 
题 的 速度 要 求 , 至 少 东 西方 意见 并 不 一 致 . 典 
型 的 意见 , 一 种 是 “只 要 会 做 , 不 必 快 做 ”, 男 一 
种 是 “不 但 会 做 , 还 要 快 做 ", 这 在 数学 实践 中 
形成 了 两 种 极端 . 中 国 传统 的 数学 “ 双 基 "教学 ， 
正 处 于 后 一 种 极端 上 . 

一 般 可 以 这 样 认为 ,“ 双 基 " 教 学 的 速度 指 
标 , 是 学 习 者 掌握 知识 和 技能 熟练 程度 的 一 种 
反映 . 关于 熟练 和 理解 的 关系 ， 李 士 销 先生 
在 《“ 熟 能 生 巧 " 吗 ?)》 一 文中 认为 熟练 是 学 会 数 
学 、 理 解数 学 的 必要 条 件 . 随后 又 在 另外 两 篇 
系列 论文 中 对 此 作 了 辩证 的 思考 , 实际 上 是 指 
出 了 对 熟练 要 求 应 该 适度 的 问题 .“ 双 基 ” 教 学 
是 中 国教 育 的 特色 , 对 “ 双 基 "速度 问题 的 研究 
不 仅 要 依据 中 国 的 国情 , 更 须 结合 数学 的 特点 . 

一 、 对 几 份 统计 资料 的 简单 分 析 

1. 1990-2003 年 全 国 高 考 数学 统考 (理工 
类 ) 试题 数 的 统计 

从 14 年 的 统计 看 出 , 每 年 的 总 题 数 在 22 
到 30 题 不 等 . 如 果 用 平均 25.2 题 来 分 析 , 粗略 
地 扣除 人 脑 的 “反应 时 ”, 平均 用 于 每 道 题 的 答 
题 时 间 大 约 是 4.5 分 钟 . 这 对 于 欲 取 得 较 好 成 
绩 从 而 必须 完成 6 个 解答 题 的 考生 , 就 要 向 部 
练 "要 时 间 . 首先 是 尽 可 能 缩短 解答 近 20 个 选 
择 、 填 空 一 类 题目 的 时 间 . 其 次 , 要 对 相当 一 
批 常 规 题 型 的 训练 达到 “自动 化 "熟练 程度 . 这 
大 约 就 是 当前 应 试 中 普遍 采用 “ 题 海战 术 ” 的 需 
试 在 相当 程度 上 既是 对 知识 水 平 的 检查 , 也 是 
熟练 程度 的 比拼 . 正 是 由 于 处 在 选择 的 大 环境 ， 
在 我 国 , 速度 问题 已 成 为 思考 和 改革 基础 数学 
教育 时 不 能 回避 的 问题 . 











2. 1951-1962 年 全 国 高 考 数学 统考 卷 ( 理 
工 类 ) 试题 数 的 统计 

1951-1962 年 的 考查 面 ( 含 解析 几何 ) 和 试 
题 量 与 现在 的 考试 相当 , 这 是 精英 时 代 的 数学 
教育 . 随后 向 苏联 学 习 , 每 年 大 题 在 5-6 个 , 总 
题 数 稳定 在 10 个 左右 , 全 都 是 解答 题 , 直到 “ 文 
革 ”. 要 在 120 分 钟 完成 10 个 解答 题 , 即使 对 于 
基础 很 好 , 思维 敏捷 , 训练 有 素 的 考生 , 也 必需 
争分夺秒 地 快速 应 答 近 100 多 分 钟 . 也 就 是 说 ， 
在 我 国 , 对 速度 的 要 求 并 不 是 应 试 教育 产生 的 
特殊 要 求 , 而 是 一 种 传统 . 要 求 熟练 , 要 求解 题 
速度 , 从 来 都 是 一 般 况 技 性 考试 的 基本 指标 之 
一 , 这 里 面 的 合理 性 妙 怕 是 不 能 否认 的 . 

3. 江 苏 省 教育 出 版 社 版 ( 苏 教 版 ) 的 《 九 年 
义务 教育 小 学 数学 教材 教学 参考 书 》 对 速度 的 
要 求 

众所周知 , 教材 编写 部 门 编制 的 《 教 参 》， 
是 直接 将 文件 课程 (大 纲 或 课 标 、 教 材 ) 变 为 
教师 的 理解 课程 的 极 具 影响 力 的 教学 资源 , 它 
具体 传达 了 教材 编写 的 意图 , 对 教学 目标 提出 
了 “权威 性 ”的 参考 意见 ， 苏 教 版 《 教 参 》 对 小 
学 六 个 年 级 “ 双 基 ”的 速度 要 求 ， 在 每 册 中 单列 
了 一 张 运算 达标 表 。 综 合 统计 ， 在 总 计 44 个 教 
学 项 目 中 , 单元 结束 时 的 运算 正确 率 , 要 求 在 
85% 以 上 占 68.3%, 期 末 正 确 率 在 90% 以 上 占 
51.2%. 与 此 同时 , 还 有 很 高 的 速度 要 求 ( 除 一 
年 级 要 求 90% 达到 每 分 钟 若干 题 外 , 其 余 各 年 
级 均 要 求 “ 绝 大 多 数 ” 达 到 每 分 钟 若干 题 )， 这 
是 一 份 正在 执行 的 速度 指标 . 虽然 仅 是 苏 教 版 
《 教 参 》, 但 足以 代表 中 国 数学 教育 对 运算 速度 
的 重视 程度 . 可 以 肯定 这 中 间 包 含 着 合理 的 成 
份 , 这 点 是 毋 容 置疑 的 . 

4. 教 辅 读物 中 对 速度 的 要 求 

尽管 笔者 现今 看 到 的 新 课 标 和 新 教 参 (或 
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关于 课 标 的 "解读 "文件 ) 中 , 没有 突出 对 速度 
的 要 求 , 但 是 教师 们 在 实施 时 仍然 自觉 地 把 对 
速度 要 求 作 为 衡量 知识 掌握 和 技能 熟练 程度 
的 重要 指标 . 在 他 们 采用 的 教 辅 读物 中 , 几乎 
都 有 对 速度 的 明确 要 求 , 这 就 把 研究 运算 速度 
对 “ 双 基 ”教学 的 正面 作用 和 负面 影响 的 任务 摆 
到 了 面前 . 正面 作用 需要 从 数学 学 习 心 理 的 角 
度 给 予 合 理 的 解释 , 使 教师 的 教学 行为 更 加 自 
觉 ; 负面 影响 要 从 教学 实践 的 角度 讨论 适度 性 
问题 , 以 求 得 适当 的 平衡 . 

二 、 扎实 的 “ 双 基 ”应 有 速度 的 要 求 

1. 初步 的 讨论 

2000 年 2 月 , 张 英 罕 先生 告知 : 一 些 香港 同 
行 对 我 们 所 作 的 基本 技能 测试 为 什么 要 强调 速 
度 的 问题 不 甚 理解 . 对 此 , 笔者 在 《数学 基础 
知识 、 基 本 技能 教学 研究 探索 》 一 书 (2003 年 
5 月 华东 师 大 第 1 版 ) “后 记 ” 中 作 了 如 下 答复 : 

我 们 的 基本 技能 测试 都 有 速度 的 要 求 , 其 
理由 主要 是 : 在 班级 授课 制 下 , 教育 的 测量 必 
定 既 是 对 个 体 学 习 程度 的 测量 , 又 是 对 群体 教 
学 效果 达成 度 的 测量 ; 对 群体 训练 效果 的 测量 ， 
必定 要 体现 比较 , 没有 比较 就 没有 上 鉴别. 对 于 
这 种 测试 , 如 何 作 群体 间 的 比较 ?除了 速度 指 
标 , 伙 怕 没有 更 合适 的 尺度 ; 教育 的 形成 性 和 
终结 性 测量 和 评价 , 历来 有 “诊断 "和 ”筛选 ”的 
基本 功能 .而 要 实现 诊断 和 筛选 , 选用 速度 这 
个 指标 是 适当 的 (P.156-157). 

看 得 出 来 , 前 面 的 资料 的 统计 数据 和 这 个 
解释 , 只 是 从 现实 的 角度 表明 , 熟练 (速度 ) 是 
当前 数学 教育 中 不 得 不 面 对 的 问题 , 还 并 没有 
对 熟练 技能 如 何 影 响 数学 学 习作 出 任何 解释 . 
这 种 解释 只 能 从 熟练 技能 与 知识 学 习 、 运 用 的 
关系 的 分 析 中 得 到 . 

2. 进 一 步 的 分 析 

按照 现代 信息 加 工 理 论 , 学 习 过 程 是 由 信 
息 接受 、 加 工 、 储 存 、 提 取 等 基本 阶段 组 成 的 . 
对 数学 学 习 来 说 , 我 们 特别 需要 分 析 信 息 的 加 
工 和 存储 , 这 两 个 阶段 关系 到 信息 的 提取 速度 
和 被 运用 的 深度 和 广度 . 数学 学 习 的 整体 性 和 
知识 的 联系 性 是 数学 学 习 的 重要 特点 , 而 反省 
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认 知 之 所 以 成 为 学 习 的 主要 方式 之 一 , 就 在 于 
它 能 有 效 促进 知识 的 整体 性 和 相互 联系 的 建 
构 . 知识 网 络 的 形成 , 联系 结 点 的 增多 , 结 点 间 
联结 线路 的 缩短 , 以 至 于 在 关联 性 较 大 的 知识 
集合 中 形成 “组 块 "或 “组 团 ”. 这 使 工作 记忆 负 
担 减轻 , 而 在 需要 它们 时 则 能 “ 纲 举目 张 , 整 
块 地 被 激活 . 这 不 但 提高 了 加 工效 率 , 也 极 有 
益 于 知识 的 提取 和 运用 . 

中 国 的 小 学 生 , 几乎 都 能 热 练 地 背诵 乘法 
“ 九 九 表 ”. 据 笔者 随 笛 听 课 , 教师 把 构成 乘法 
运算 的 内 容 进 行 了 要 素 分 析 后 , 用 形式 化 的 运 
算 表 加 以 概括 , 并 通过 大 量 卓 有 成 效 的 练习 达 
到 自动 化 的 过 程 (并 非 机 械 的 背诵 , 例如 1 ~ 5 
以 内 的 口诀 , 教学 时 在 懂得 意义 的 前 提 下 , 要 
求学 生 横 背 、 竖 背 、 拐 弯 背 等 等 , 活泼 、 有 趣 
上 且 有 效 ) 这 样 , 任何 复杂 的 乘法 运算 , 在 学 生 
看 来 , 都 不 成 问题 因为 算法 的 核心 部 分 好 像 
不 经 过 大 脑 就 能 脱口 而 出 一 样 . 算法 被 压缩 成 
了 “ 九 九 表 ”, 进而 在 大 部 分 小 学 生 头 脑 中 , 渐 
渐 地 连 “ 九 九 表 ”也 不 见 了 , 而 变 作 自动 执行 的 
算法 规则 , 剩 下 来 的 只 是 进位 、 小 数 等 新 规则 
的 执行 . 

下 面 以 两 个 数学 解 题 的 实例 具体 分 析 “ 组 
块 知识 ”在 记忆 、 加 工 、 提 取 、 运 用 中 的 作用 . 

[实例 1 关于 两 个 三 角形 面积 比 的 问题 : 
已 知人 4A4BC 的 边 BC、CA、AB 上 分 别 有 四 等 
分 点 了 万、 一 .下 AD、BE、CF 两 两 分 别 相 交 于 
P、M.、N, 求 人 人 PMN 与 人 ABC 的 面积 比 . 

A 














图 1 
在 解 题 中 , 一 些 学 生 的 思路 就 以 “组 块 ”的 
方式 跨 步 前 进 对 给 定 的 A4BC, 四 等 分 点 
万 、 王 .五 的 位 置 是 确定 的 , 一 旦 A、B、C 的 坐 
标 给 定 , 则 它们 也 就 可 以 写 出 ; 从 而 直线 BE、 
CF、AD 的 方程 必 可 写 出 ; 故 P、M、N 的 坐 
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祭 可 以 确定 ; 如 此 , 两 个 三 角形 面积 也 可 求 出 . 
这 就 形成 了 问题 解决 的 一 个 可 行 方案 . 可 以 用 

























































































下 面 的 框图 表示 上 述 的 过 程 . 
全 高 答案 人 8 站 GD 知识 :直角 坐标 系 
L 
a le en 顶点 作为 原点 ， 
将 一 条 边 作为 坐标 轴 
可 以 写 册 三 不 而 | | (知识: 绕 要 定 比 分 点 举 标 公式 
[分 之 一 分 点 坐标 | | [(4) 技 能 : 泗 练 运用 公式 完成 计算 ， 
即使 使 用 字母 , 运算 也 要 熟练 ) 
_ (5) 知 识 : 直 线 方程 的 点 斜 式 、 两 点 
一 1! | | 式 \ 斜 截 式 、 截 距 式 ,一 般 式 
可 写 出 直线 方程 
(6) 技 能 :只 要 需要 , 能 迅速 准确 写 
出 方程 并 化 简 
可 求 两 直线 交点 ,| 站 (7 知识 :二 元 一 次 方程 组 
定 全 
J | (8) 技 能 :代入 ,加 减 消 元 , 列 式 解法 
技能 纯熟 ,数值 计算 心算 能 力 强 
9) 知 识 : 了 解 三 角形 的 面积 公式 
ls 高 与 底 边 , 两 角 夹 








三 边 , 三 顶点 坐标 求 面 积 ); 
时 由 


(10) 技 能 :迅速 计算 行列 式 


五 个 知识 与 技能 的 “组 块 知识 "组 成 思考 的 
链条 , 在 大 踏步 进行 的 思考 中 只 作 宏 观 的、 在 
组 块 之 间 的 策略 调配 , 而 所 有 细节 , 即 每 步 的 
具体 实现 , 由 于 知识 熟 记 于 心 , 技能 训练 达到 
自动 化 , 因而 不 必 多 虑 . 它们 在 工作 记忆 中 所 
占 的 空间 , 只 是 几 个 公式 或 解法 的 语言 名 称 ( 符 

号 ), 在 实施 解 题 方案 时 再 由 长 时 记忆 调 入 工作 
记忆 , 这 样 的 加 工效 率 当 然 是 较 高 的 . 

[实例 2] 现行 高 中 教材 中 从 线性 规划 问 

题 中 抽象 出 的 一 个 纯 数 学 模型 . 问题 : 设 z = 























27 十 y, Tz、Yy 满 足 、37 十 5y < 25， 求 z 的 最 
2 之 |， 


大 值 与 最 小 值 . 

(下 面 是 基于 本 人 真实 的 心路 历程 所 作 的 
记录 和 分 析 .) 首先 粗略 地 审视 了 问题 的 条 件 和 
目标 . 最 先 在 我 脑子 中 反映 的 是 “条 件 最 值 的 
初等 解法 -一 最 好 能 由 条 件 式 中 得 到 两 个 变量 
间 的 一 个 关系 式 代 入 二 元 函数 中 , 使 之 转化 为 
一 个 一 元 函数 再 作 考 虑 . 但 瞬 即 便 打消 了 这 个 
念头 , 因为 所 给 的 条 件 式 都 是 不 等 式 . 
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接着 出 现 的 一 个 念头 是 , 根据 二 元 一 次 不 
等 式 的 几何 意义 ， 似乎 可 以 确定 一 个 平面 区 域 
az 十 0 十 c>0( 和 0) 表 示 直 角 坐 标 系 下 由 直 
线 ax 十 by 十 c= 二 0 划分 的 一 个 半 平 面 , 这 是 我 
熟悉 的 . 而且 我 还 熟悉 用 坐标 原点 代入 , 根据 
< 的 符号 确定 是 哪个 半 平 面 . 例如, X 一 似 十 
3 三 0 因 c= 3 > 0, 故 直线 7 一 4Yy 十 3 二 0 与 
原点 同 侧 的 半 平 面 满 足 于 x 一 4y 十 3 > 0, 另 
一 侧 的 半 平 面 以 及 线 上 的 点 满足 z 一 4y 十 3 < 
0; 37 十 5y 一 25 <<0, 因 c= 一 25 <0, 故 37 十 
5y 一 25 < 0 表示 的 是 与 原点 同 侧 的 半 平 面 ( 含 
直线 上 点 ).， 于 是 我 的 组 块 知识 帮助 我 明了 约 
束 条 件 的 几何 意义 是 一 个 平面 区 域 ; 而 且 我 能 
实现 对 它 的 快速 确定 . 








接 下 来 是 如 何 处 理 目标 函数 z = 2x 十 y? 
我 过 去 已 有 这 样 的 解 题 经 验 : 将 z 看 作 篆 数 , 则 
这 是 一 个 二 元 一 次 方程 , 而 二 元 一 次 方程 的 有 
关 知 识 和 技能 对 每 个 中 学 生 都 是 熟悉 的 , 例如 
二 元 一 次 方程 和 一 次 函数 的 关系 ; 直线 方程 的 
各 种 形式 ; 直线 的 简单 画 法 等 等 . 这 是 又 一 个 
组 块 知 识 ， 而 当 把 z 看 作 变 量 时 , 它 又 代表 了 
与 直线 y = 一 27 平 行 的 直线 束 . 我 在 用 两 个 组 
块 知识 分 别 思考 了 条 件 和 目标 函数 后 , 即将 两 
者 联系 起 来 思考 . 我 十 分 清楚 的 是 , 目标 函数 
z 二 27 十 y 的 变 域 (z,y) 正 是 我 心中 的 那个 平 
面 区 域 , 于 是 , 我 就 很 快 明确 了 下 一 步 该 做 什 
么 . 也 用 下 面 的 框图 反映 这 样 一 个 思维 过 程 . 

基础 扎实 的 高 中 生 , 许多 系统 的 基础 知识 
经 过 理解 和 充分 的 技能 训练 , 被 整理 和 浓缩 成 
“组 块 知识 "贮存 , 只 明显 在 头脑 中 保留 了 一 个 
名 称 . 例如 , 这 里 是 “二 元 一 次 方程 和 二 元 一 次 



















































2005 年 第 9 期 

最 初 的 思考 : 条 件 | 相关 知识 

极 值 的 初等 解法 元 图 数 为 
知识 : 、 ~ 
意义 ; 不 意义 
方法 : 可 以 迅速 确定 平面 区 域 ; 
可 以 快速 准确 求 各 类 不 等 式 组 
的 公共 解 集 ; 快 而 准确 地 画 出 
直线 
相关 经 验 知识 : 将 z 看 作 参 数 
得 含有 参数 的 二 元 一 次 方程 或 
一 次 函数 式 ( 笠 截 式 ) 且 知 其 图 
象 为 平行 直线 束 
技能 : 画 出 直线 束 中 的 特殊 直 

下 一 步 可 解决 问题 | | 线 y 三 一 27 


不 等 式 、 “一 次 函数 "和 “直线 方程 ， 至 于 诸多 
细 枝 末节 , 则 隐藏 于 长 时 记忆 中 等 待 具 体 实施 
中 再 被 激活 、 调 用 . 

在 数学 解 题 中 , 常常 采用 “转化 "或 “化 归 ” 


SINnN0 一 


的 策略 . 例如 , 将 * 求 函数 fb) = 一 5 的 
最 大 值 和 最 小 信 的 问题 转化 为 “ 求 单位 贺 上 点 
(cos 0,sin 0) 到 点 (2,1) 之 间 连 线 斜率 的 最 大 、 
最 小 值 ; 将 “已 知 z +VyV+T2 = 0, 求 2 = 
VE 十 十 思 地 的 最 小 什 ' 转 化 为 " 求 点 
(1 二 到 直线 z+y 十 2 = 0 的 距离 ”达成 此 
类 转化 , 也 必定 要 求解 题 者 有 关于 直线 方程 
斜率 、 坐 标 、 三 角 函 数 、 点 线 距离 公式 等 “组 
块 知识 "的 基础 ,并 熟练 到 “呼之欲出 "的 程度 
才 容 易 在 广泛 联系 中 被 激活 . 这 使 得 数学 问题 
解决 中 的 思维 长 度 缩短 , 解 题 速度 提高 

上 述 实例 反映 的 情况 , 在 我 国 基础 数学 教 
育 中 并 非 个 别 ， 它 应 该 能 够 说 明 , 牢固 的 知识 
基础 和 充分 的 技能 训练 所 带 来 的 速度 对 提高 
数学 学 习 效率 是 有 益 的 ， 通 过 对 大 量 中 小 学 
课堂 和 日 常 教学 的 观 寄 及 对 案例 的 分 析 , 笔者 
得 到 了 这 样 的 结论 :在 “ 双 基 ?要 求 上 , 中 国 数学 
教育 的 不 足 往往 是 “ 持 度 过 严 ”而 西方 的 不 足 
大 概 正 是 “ 持 度 过 宽 ” 搞 成 < 王 海 "显然 就 是 过 
度 了 , 而 只 要 "会 做 "就 算 学 到 了 显然 属于 过 宽 
在 ' 宽 "与 “ 严 "之 间 寻 求 适当 的 平衡 应 当 是 东西 
方 数学 教育 比较 研究 需要 解决 的 一 个 有 价值 的 
课题 

三 、 优质 的 数学 教育 对 速度 的 要 求 应 当 适 
度 
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当 我们 面 对 小 学 生 已 经 讨厌 数学 、 认 为 学 
数学 枯燥 乏味 的 时 候 ; 面 对 中 学 生 在 频繁 的 应 
试 压力 下 若 渡 " 题 海 , 疲 于 拼命 的 时 候 ; 面 对 很 
多 数学 教师 把 一 摆 揉 练习 题 抛 给 学 生 以 求 " 夯 
实 基础 "的 时 候 , 适度 性 问题 就 现实 地 摆 到 了 
面前 ， 张 英 宙 先生 曾 以 “ 花 岗 宕 基础 上 盖 茅 草 
房 " 批 评 这 种 现象 , 李 士 肴 先生 以 “ 熟 能 生 笨 ”、 
“部 能 生 厌 ”的 论题 分 析 了 “过 度 ” 的 危害 . 这 里 
存在 着 两 个 基本 的 问题 . 在 观念 层面 上 , 并 非 
很 多 人 认识 到 这 是 一 个 迫切 的 问题 , 甚至 连 它 
是 不 是 一 个 问题 都 没有 解决 . 在 实践 层面 上 ， 
怎样 确定 一 个 适度 的 数量 标准 以 求 得 广大 的 
认可 . 

1. 在 观念 层面 上 的 适度 性 问题 

结合 实践 , 这 里 需要 解决 的 是 在 执行 教学 
任务 时 应 该 分 清 重点 、 非 重点 , 基本 、 非 基本 ， 
本 质 、 非 本 质 , 把 “ 双 基 "教学 对 速度 的 训练 放 
在 重点 、 基 本 、 本 质 内 容 上 , 实现 对 速度 要 求 
的 宏观 把 握 . 

例如 , 一 位 教师 用 整整 一 节 课 讲 “ 同 位 角 、 
内 错 角 、 同 旁 内 角 " 概念, 然后 设计 了 各 种 各 样 
的 图 形 让 学 生 作 概 念 辨析 练习 . 把 原本 可 以 淡 
化 的 并 非 重 要 的 问题 引 向 繁琐 无 用 的 死角 , 这 
是 一 种 过 度 的 延伸 ; 中 国 数学 “ 变 式 教学 "本 来 
是 一 样 好 东西 , 但 是 不 分 青 红 电 白 , 在 并 非 基 
本 的 内 容 上 刻意 追求 多 变 增 加 学 生 的 负担 大 可 
不 必 ; 围绕 本 质 进行 必要 的 重复 练习 符合 数学 
学 习 规 律 , 但 并 不 是 越 多 越 好 . 做 得 让 学 生 讨 
厌 数学 就 常常 包含 了 过 度 , 而 惩罚 性 的 重复 则 
不 仅 过 度 , 更 是 思春 ; 适当 选择 编制 精良 的 教 
辅 材 料 本 也 无 可 厚 非 , 但 喧 宾 夺 主 , 将 教材 抛 
在 一 边 , 以 五 花 八 门 的 教 辅 材料 代 之 , 课 上 "以 
题 为 纲 ， 课 后 “以 题 为 中 心 大 运动 量 训练 , 这 
是 当前 许多 中 学 教学 的 通 法 , 使 师 生 一 起 受罪. 

2. 在 实践 层面 上 的 适度 性 问题 

人 人 在 理论 上 都 承认 学 生 是 有 差别 的 , 但 
在 实践 上 却 普遍 要 求全 体 学 生 接受 同样 强度 
的 训练 , 这 是 一 个 矛盾 现象 . 研究 制定 可 供 操 
作 的 量化 指标 势 在 必 行 . 这 里 介绍 一 例 , 其 过 
程 和 方法 反映 了 一 种 制作 思想 . 
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1999 年 《数学 教学 》 第 3 期 上 , 我 们 公布 了 
“中 学 生 ' 整 式 运算 ;技能 的 测试 及 评估 标准 ”, 提 
出 了 “ 整 式 运算 ”训练 适度 性 的 一 个 “标准 参照 
表 ”, 如 下 : 

整 式 运算 测试 吉 果 标准 参照 表 

可. 宫 枯 :可 民 . 首 各. 而 区 .二 这 
| | 0 

注 :本 一 正确 题 数 (最 大 值 为 38); B 一 正 
确 步 数 (最 大 值 为 75) 

需要 说 明 的 是 :第 一 , 关于 研制 方法 . 为 了 
衡量 学 生 运算 技能 训练 的 情况 , 经 过 分 析 , 我 
们 以 “ 整 式 运算 ”为 代表 制作 了 测试 量 表 . 并 于 
1997 年 3 月 至 1998 年 12 月 先后 两 次 对 苏州 、 
无 锡 、 镇 江 、 扬 州 地 区 的 7 个 县 市 中 9 所 学 校 
53 个 教学 班 共 2829 名 初 二 至 高 三 的 学 生 进行 
了 大 样本 测试 , 经 SAS 统 计 软 件 处 理 后 , 得 到 
了 分 年 级 运算 正确 题 数 、 步 数 的 频数 、 频 率 分 
布 表 . 另 根据 许多 中 学 数学 高 级 和 特级 教师 的 
经 验 , 均 比 较 倾 向 于 把 学 生 数 的 80% 以 上 作为 
及 格 达 标 线 , 把 学 生 数 7% 以 内 作为 优秀 达标 
线 . 我 们 尊重 了 这 个 意见 , 以 此 作为 确定 及 格 
线 和 优秀 线 正确 题 数 和 步 数 的 依据 ， 以 初 二 
年 级 为 例 , 在 样本 频数 、 频 率 分 布 表 中 , 总 人 
数 526 人 , 其 中 正确 题 数 > 13 题 的 415 人 , 占 
78.9%, 13 题 是 最 接近 80% 的 依据 , 被 取 作 及 格 
标准 题 数 ; 正确 题 数 > 27 题 的 36 人 , 占 6.84%， 
故 27 题 是 最 接近 7% 以 内 的 数据 , 被 取 作 优秀 
标准 题 数 ， 其 他 各 年 级 标准 的 确定 同 此 方法 . 
可 以 认为 , 这 个 依赖 大 样本 测试 数据 , 结合 
师 经 验 得 到 的 标准 是 相对 客观 的 参照 值 , 是 可 
信和 的 . 

第 二 , 对 “标准 ”有 效 性 的 一 个 佐证 .一 个 
测试 量 表 的 价值 ， 有 科学 性 和 适用 性 两 方面 . 
虽然 , 我 们 制定 的 量 表 , 在 科学 性 上 已 经 充分 
考虑 了 与 我 国 数学 教学 大 纲 、 教 材 及 实际 教 
学 相 匹 配 , 而 且 在 制作 技术 上 遵循 了 “真正 基 
本 ”的 原则 , 但 是 “评估 标准 "所 依据 的 数据 却 
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都 来 自 经 济 文化 比较 发 达 的 苏 南 地 区 . 因此 ， 
这 个 “标准 "的 适用 价值 就 值得 考虑 为 了 检 
验 “ 标 准 ” 是 否 有 更 大 的 适用 面 , 可 行 的 办 法 就 
是 扩大 测试 区 域 , 用 新 的 数据 资料 来 支持 或 者 
修正 它 , 或 者 采取 分 别 给 出 适合 各 大 区 域 的 “ 标 
准 ” 的 方法 . 2000-2002 年 , 我 们 选择 了 河南 省 
郑州 、 开 封 和 豫 龙 县 共 6 所 学 校 的 14 个 教学 
班 初 二 至 高 二 的 730 名 学 生 为 被 试 ; 选择 了 新 
疆 石 河 子 市 的 两 所 学 校 7 个 教学 班 初 二 至 高 二 
的 349 名 学 生 为 被 试 , 按 同 一 量 表 和 相同 的 条 
件 进行 测试 , 对 数据 仍 用 SAS 统计 软件 作 了 处 
理 . 从 统计 分 析 中 我 们 得 到 的 结论 是 : 尽管 我 
们 的 “标准 ”是 依据 苏 南 的 大 样本 作出 的 , 但 这 
个 “标准 参照 "仍然 有 参考 价值 . 而 且 就 河南 的 
大 样本 来 看 , 四 个 年 级 除了 初 三 以 外 , 均 超 过 
或 基本 达到 及 格 线 , 这 纠正 了 我 们 最 初 的 估计 . 
这 是 否 也 能 说 明 我 们 确定 的 及 格 线 可 能 对 河 
南 这 样 的 地 区 也 是 适宜 的 . 这 为 我 们 提供 了 一 
个 “ 量 表 ” 和 "标准 ”有效 性 的 佐证 . 

第 三 ， 对 操作 性 的 说 明 . 这 个 “标准 参照 
表 ” 的 实用 意义 是 : 对 几 是 学 完了 整 式 运 算 基 
本 内 容 的 学 生 (一般 在 初 二 下 学 期 后 半期 以 后 
的 各 年 级 ), 在 任何 时 间 、 任何 地 点 采用 本 量 表 ， 
用 同样 的 时 间 (10 分 钟 ) 测 试 , 均 可 获得 两 方面 
信息 : 其 一 是 学 生 个 体 达 到 的 层次 , 其 二 是 学 
生 群 体 (班级 或 学 校 等 ) 训练 水 平 的 适当 定位 . 
在 基本 达到 标准 (班级 达到 率 ) 时 , 教师 可 以 比 
较 放 心地 积极 前 进 , 否则 , 可 能 就 要 采取 一 定 
措施 子 以 弥补 . 

对 技能 训练 适度 性 的 研究 是 优质 数学 教育 
研究 必要 的 组 成 部 分 . 这 对 于 既 要 保持 和 发 扬 
我 国 数学 教育 优良 传统 , 又 要 克服 过 度 训练 给 
学 生 带 来 的 诸多 危害 具有 重要 价值 . 其 中 , 制 
定 适 度 性 标准 更 是 一 件 困 难 的 工作 , 但 它 又 是 
不 容 回 避 的 任务 . 我 们 的 工作 不 过 是 一 个 开头 ， 
更 广大 的 空间 是 属于 大 家 的 . 
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对 空间 向 量 教学 的 调查 . 研究 与 思 


315131 浙江 省 宁波 鄞州 正 始 中 学 胡 蓝 处 


从 2001 年 秋季 开始 , 人 教 社 编写 的 新 教材 
在 浙江 等 20 个 省 市 使 用 ， 高 中 立体 几何 内 容 
编排 了 A、B 两 个 版 本 , A 版 本 的 编排 主要 沿 
秦 综 合 立 体 几 何 的 传统 , B 版 本 的 编排 则 围绕 
空间 向 量 进行 . 学 校 可 以 任 选 一 种 进行 教学 . 

以 前 我 们 一 直 都 用 A 版 , 今年 尝试 A、B 版 
本 合用 . 既 讲 授 传统 的 综合 几何 , 也 用 空间 向 
量 进行 补充 , 使 用 后 得 到 了 意 想 不 到 的 结果 . 

我 校对 高 二 学 生 进行 了 一 次 立体 几何 单元 
测试 , 有 这 样 一 道 题 : 

如 图 1, 已 知 直 棱 柱 4BPCD 厂 一 41PB1IC1D1， 
底面 四 边 形 4BCD 是 直角 梯形 , 上 底 边 BC = 
2, 下 底 边 4D = 6, 直角 边 所 在 腰 4B = 2， 
441 = 4,G 是 CD 中 点 , 请 是 CCi 中 点 ,了 在 
AD LF, AF = FD. 





(1) 求 异 面 直线 BG 和 D1 所 成 角 ; 
(2) 求 二 面 角 忆 一 FG - Di 的 大 小 . 
A 


由 











对 题目 分 析 : 

方法 一 (用 A 版 教材 连接 BE、 BG, 可 
证 BE//DiF, 在 ABGB 中 计算 出 LBEG 可 
得 (1); 求 出 二 面 角 忆 一 了 G 一 CC 的 平面 角 a 与 
二 面 角 D 一 了 FG 一 Di 的 平面 角 [b, 用 7 一 a 一 
BP 可 得 (2). 





方法 二 (用 B 版 教材 建立 空间 直角 坐标 
系 , 分 别 求 出 点 忆 、f、G、D1 的 坐标 , 就 能 
求 出 异 面 直线 EG 和 D1 所 成 角 ; 若 求 出 平面 
BFG 和 平面 了 GD1 的 法 向 量 , 就 可 求 出 二 面 
和 角 马 一 FG 一 Di 的 大 小 . 

阅卷 后 发 现 学 生 答题 基本 采用 上 述 两 种 方 
法 之 一 , 然而 管 题 的 效果 、 质 量 却 大 不 相同 . 

统计 如 下 :我 校 高 二 学 生 共 528 信人. 














向 量 济 363| 75% | 让 江 可 让 力 不 强 
1. 问 题 提 出 
为 什么 学 生 选 择 两 种 解 题 方法 的 人 数 如 此 
悬殊 、 得 分 率 又 有 如 此 大 的 区 别 呢 ?7 本 人 为 此 





展开 一 次 调查 (问卷 调查 及 调查 结果 附 后 ). 

2. 调查 分 析 

以 2005 年 3 月 从 高 二 年 级 随机 抽取 样本 
200 人 作为 研究 对 象 , 通过 问卷 调查 和 访谈 进 
行 了 调研 , 主要 从 解答 立体 几何 问题 时 学 生 用 
两 种 方法 的 习惯 、 解 题 速度 、 精 确 度 、 掌 握 的 
难 易 程度 等 方面 展开 . 

调查 发 现 : @ 学 习 向 量 几 何 较 传统 综合 几 
何 容 易 , 如 问卷 调查 中 的 (1)、(2)， 由 于 学 生 
在 高 一 已 学 习 了 平面 向 量 , 稍 加 推广 就 得 到 了 
空间 运算 体系 , 所 以 学 生 感 觉 学 习 空 间 向 量 直 
观 , 并 不 象 传统 的 几何 知识 那么 抽象 ; @ 解 题 
习惯 上 向 量 法 优 于 传统 方法 , 如 问卷 调查 中 的 
(3) ~ (6). 向 量 法 主要 通过 计算 , 不 需要 太 强 
的 空间 想象 能 力 , 更 易于 被 学 生 接受 ; @ 方法 
选择 上 向量 法 优 于 传统 综合 几何 方法 , 如 问卷 
调查 中 的 (8) ~ (11). 向 量 法 有 一 定 的 解 题 规 
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律 ,有 统一 的 解法 , 学 生 在 解 题 的 思路 上 更 愿 
意 采 用 向 量 法 , 而 且 用 向 量 法 解 题 更 准确 、 速 
度 更 快 . 

2.1 由 教材 特点 分 析 

高 中 数学 新 课程 中 , A 版 本 重点 通过 演绎 
证 明和 逻辑 推理 建立 几何 体系 , 新 课程 教学 大 
纲 虽 进行 了 修改 , 教学 要 求 也 大 大 降低 , 如 有 7 
处 “掌握 "级 要 求 降 为 “了解 " 级 要求, 特别 是 论 
证 方面 , 删 去 了 “利用 有 关 概 念 进行 论证 和 解 
决 有 关 的 问题 ”的 要 求 , 将 “三 垂 线 定理 及 其 逆 
定理 "由 “掌握 "级 降 为 "了 解 "级 要 求 (但 在 考试 
大 纲 中 仍 为 “掌握 "级 ), 由 于 学 生 初 次 接触 空间 
问题 , 还 没有 建立 一 定 的 空间 想象 能 力 和 逻辑 
思维 能 力 , 而 在 实际 解答 中 常常 需要 他 们 有 较 
强 的 空间 想象 能 力 和 逻辑 思维 能 力 , 所 以 感到 
较 难 接受 ; 了 B 版 本 是 应 用 空间 向 量 的 方法 处 理 
几何 问题 , 把 几何 图 形 的 性 质 代数 化 , 通过 计 
算 解决 几何 问题 , 不 需要 太 强 的 空间 想象 能 力 ， 
村 合 高 中 学 生 的 智力 发 展 和 认 知 水 平 . 

2.2 由 学 生 认 知 特 点 分 析 

从 问卷 调查 反映 出 学 生 在 学 习 空 间 向 量 、 
三 垂 线 定理 等 基础 知识 时 ， 差 别 并 不 很 大 ,而 
在 转化 为 方法 需 在 解 题 过 程 中 运用 时 , 则 表现 
出 完全 不 同 的 看 法 , 学 生 更 愿意 选用 向 量 法 . 
这 是 因为 对 于 一 些 立 体 几 何 问 题 , 常常 要 求学 
生 判 断 点 、 线 、 面 的 位 置 关 系 , 进行 角 与 距离 
的 计算 , 如 果 用 传统 的 解法 , 需要 从 公理 、 定 
理 开 始 使 用 “ 形 到 形 ” 的 演绎 、 推 理 , 会 很 繁琐 ， 
再 加 上 有 些 空间 图 形 的 复杂 性 , 导致 技巧 性 较 
大 , 随机 性 较 强 , 而 计算 又 主要 是 构造 三 角形 ， 
应 用 勾 股 定理 、 余 弦 定 理 和 正弦 定理 求解 , 需 
要 对 图 形 进行 平移 、 投 影 等 各 种 转化 , 而 且 不 
同 的 问题 需要 不 同 的 技巧 , 缺少 统一 的 求解 方 
法 ; 而 向 量 法 则 不 同 , 向 量具 有 几何 形式 和 代 
数 形式 的 “双重 身份 ”, 其 基本 要 求 是 能 快捷 地 
建立 空间 直角 坐标 系 , 求 出 相关 的 坐标 , 或 用 
向 量 之 间 定 理 、 性 质 通 过 计算 解决 问题 , 是 有 
一 定 的 通 法 , 使 解 题 程序 化 , 增加 了 可 操作 性 . 

2.3 由 思想 方法 分 析 

立体 几何 的 传统 方法 与 以 前 学 习 过 的 内 
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容 、 方 法 没有 太 大 的 联系 , 而 向 量 法 能 用 代数 
方法 处 理 , 即使 空间 想象 能 力 差 点 的 学 生 , 也 
不 会 感到 立体 几何 那么 还 不 可 及 了 . 它 减少 了 
学 生 学 习 论 证 、 度 量 问 题 的 困难 , 使 高 中 数学 
中 “ 数 形 结合 ”理论 得 到 新 的 解析 , 为 在 高 中 数 
学 贯彻 “ 数 形 结合 ”的 教学 理念 提供 一 种 罗 新 的 
方法 , 同时 也 为 学 生 进入 高 一 级 学 校 学 习 如 空 
间 解 析 几 何 、 线性 空间 、 微分 几何 等 打下 一 个 
基础 . 

3. 教 学 启示 

空间 向 量 在 平行 、 垂 直 关 系 的 论证 , 避 开 
了 各 种 辅助 线 添 加 的 难处 , 在 空间 角 和 距离 的 
计算 上 有 着 独特 的 优势 . 特别 是 用 向 量 的 数量 
只、 坐标 求 异 面 直线 所 成 的 角 , 斜 线 和 平面 所 
成 的 角 , 用 平面 的 法 向 量 求 二 面 角 的 平面 角 , 点 
到 平面 的 距离 , 异 面 直线 间 的 距离 ,两 平行 平 
面 间 的 距离 等 问题 , 体现 了 向 量 解法 的 强大 功 
能 . 在 近 几 年 的 高 考题 中 也 体现 了 这 一 特点 ， 
如 2000-2002 年 高 考 中 都 设计 了 两 道 分 值 相等 
的 试题 , 分 别 供 使 用 高 中 数学 教科 书 第 二 册 ( 下 
A) 和 第 二 册 ( 下 B) 两 种 不 同 教材 的 考生 选 做 
其 中 的 一 道 题 ; 而 去 年 、 今 年 都 采用 了 同一 道 
试题 , 既 可 以 用 传统 方法 求解 , 也 可 以 用 向 量 
法 求解 , 由 考生 自己 选择 . 但 从 学 生 反 馈 看 , 解 
题 更 倾向 于 采用 向 量 法. 

例 1 (2003 年 全 国 高 考试 题 ) 如 图 2, 直 三 
棱柱 4BC 一 A1B1C1 中 , 底面 是 等 腰 直 角 三 
和 角形;， ZACB = 90°, 侧枝 441 = 2, EE、D 
分 别 是 41B 与 COi 的 中 点 , 点 如 在 平面 4BD 
上 的 射影 是 人 4BD 的 重心 G. 求 41B 与 平面 
ABD 所 成 角 的 大 小 (结果 用 反 三 角 函 数 表 示 ). 

解 : 如 图 2 所 示 , 建立 空间 直角 坐标 系 , 坐 
标 原点 为 C， 设 CA = 2a， 则 4(2a,0,0)， 
B(0, 2a,0), D(0,0,1), Ai(2a, 0,2),E(a, a, 1), 

2a 2a 1 
(季子 ,3) 


一 全 a a 2 一 一 
”GE=|-,-,-|, BD= (0,—2a,l 
3 ? (0， Qa, )， 


“点 忆 在 平面 4BD 上 的 射影 是 人 ABD 
的 重心 G, ,GE 平面 4BD， 


“ GE.BD 24+ 和 =0 
i : 二 一 sa 十 二 
3 
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一 全 由 上 -2 — > 
“a=1,GE= |(-,-,7), 41B = 
a ) (#83) 1 
(<2 =2); 


”GE 为 平面 4BD 的 法 向 量 ， 
有 GE. AB V3 
cos(GE, A1B) 和 


IGEI-IAB| 3 
“A1B 与 平面 4BD 所 成 角 是 
A V2 V7 
pi 即 arccos -3 








图 2 
例 2 (2004 年 北京 春季 高 考题 ) 如 图 3, 四 
棱锥 9 一 ABCD 的 底面 是 边 长 为 1 的 正方 形 ， 
SD 垂直 于 底面 4BCD, SB = V3, 设 楼 SA 
的 中 点 为 人 M, 求 异 面 直线 DM 与 5B 的 距离 . 





图 3 


解 : 建立 空间 直角 坐标 系 D 一 zyz, 如 图 
3，… SB = V3, 正方 形 4BCD 的 边 长 为 1， 
“SD = 1, M 为 $4 的 中 点 . 

.… 了 D(0,0,0)、4(1,0,0)、53(0,0,1)、 


1 
B01,0), 54 的 中 点 M (0,3) 


一 


“. DM = (5 ;): 5B = (1,1,-1), 
Dp = 10 

设法 向 量 殉 = (x,y,2z), 且 克 1 Dm, 
7 1 5B, 

则 zz 十 z= 二 0,7zX 十 y 一 ZZ 二 0. 

取 z = 1, 得 ! = 一 2, z = 一 1， 
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es 7 3 (1, 一 2 =1); 
“万 B 在 蔗 上 的 射影 长 度 为 
IDB:. W|I _ V6 


| 元 | 6 





.… 异 面 直线 DM 与 $B 的 距离 为 


上 面 两 例 除 向 量 法 外 也 可 用 传统 方法 解 
决 , 但 不 如 向 量 法 直观 、 简 便 . 向 量 法 有 一 定 
的 通 法 , 可 是 传统 方法 也 不 能 完全 按 弃 .平面 
的 基本 性 质 、 空 间 线 面 平行 、 垂 直 的 各 个 性 
质 是 研究 立体 几何 的 重要 基础 , 空间 概念 的 建 
立 、 空 间 想象 能 力 、 逮 辑 思 维 能 力 的 培养 也 不 
能 完全 降低 .我 们 在 教学 中 要 把 几何 综合 推理 
和 向 量 代数 运算 推理 有 机 地 结合 起 来 , 在 处 理 
具体 问题 时 , 要 采取 实事 求 是 的 态度 : 凡是 用 向 
量 比较 容易 解决 的 问题 , 就 以 向 量 法 解决 ; 而 
对 有 些 直 接 使 用 线 面 关 系 性 质 定理 、 勾 股 定理 
和 三 角 知 识 比较 容易 解决 的 , 或 建立 空间 直角 
坐标 系 较 困 难 的 问题 , 仍 用 传统 方法 去 对 待 . 

附 ”问卷 调查 

亲爱 的 同学 们 , 为 了 能 收集 到 有 关 “ 空 间 向 
量 ” 的 全 面 而 准确 的 信息 , 我 们 制作 了 这 份 调查 
问卷 , 希望 你 能 积极 的 配合 ! 问卷 不 记名 , 只 要 
你 把 真实 的 想法 选 出 来 写 在 括号 里 . 谢谢 ! 

1. 对 “空间 向 量 " 的 学 习 , 你 的 感觉 是 -( ) 

(A) 直 观 ; 。(B) 一 般 ; ”(C) 抽 象 . 

2. 对 传统 的 综合 几何 知识 (如 三 垂 线 定理 
等 ) 学 习 , 你 的 感觉 是 -RN ( ) 
(A) 直 观 ;  (B) 一 般 ; 〈@) 抽 象 . 

3. 你 认为 “空间 向 量 ” (下面 称 向 量 法 ) 对 解 
决 立体 几何 问题 ………eeeeeeeeeeeeseeenee CE 

(A) 没 有 用 ; (B) 有 一 点 用 ; (C) 很 有 用 . 

4. 你 认为 传统 的 综合 几何 方法 (下 面 称 传 














统 方法 ) 对 解决 立体 几何 间 题 …………… 全 
(A) 没 有 用 ; (B) 有 一 点 用 ; (C) 很 有 用 . 
5. 学 习 “ 空 间 向 量 "后 ……………………… ( ) 
(A) 解 题 简 便 ; (B) 变化 不 大 ; 
(C) 几乎 没 变化 . 
6. 你 学 习 空 间 向 量 后 (”) 用 向 量 知识 解 立 
体 几何 问题 . 


(A) 几乎 没有 ; (B) 偶尔 ; (C0) 经 常 . 
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从 一 道中 考题 看 拧 完 教学 要 关 注 过 程 和 方法 


324002 浙江 省 衢州 市 教育 局 教研 室 胡 兴 余 


2004 年 浙江 省 种 州 市 中 考 数学 卷 最 后 一 
道 题 设 计 了 寓意 深刻 的 探索 性 试题 , 引起 了 教 
师 的 关注 . 

题目 (第 25 题 ) 如 图 1, 在 平面 直角 坐标 
系 中 , 已 知人 4BC 的 顶点 坐标 分 别 为 4(0,3)、 
B(-2,0)、C(m,0), 其 中 m > 0, OB、 OC 
为 直径 的 圆 分 别 交 AB 于 点 加 、 交 AC 于 点 了 了 ， 
连结 BEF. 














(1) 求 证 : 人 AFEw 人 ABC. 

(2) 是 否 存 在 m 的 值 , 使 得 人 4FE 是 等 腰 
三 角形 ? 

若 存 在 , 求 出 m 的 值 ; 若 不 存在 , 请 说 明理 


和 和 AAA rr rr 


7. 平 时 在 解 立 体 几何 问题 时 ， 你 经 常 


用 ( ) 解 题 
(A) 向 量 法 ; (B) 传统 方法 ; 
(C) 视 情况 而 定 . 
8. 在 解 立体 几何 问题 时 ， 你 认为 用 “向 量 
法 " 比 用 “传统 方法 "的 解 题 速度 ………… 全 
(A) 快 。 。(B) 一 般 (0) 慢 
9. 在 解 立体 几何 问题 时 ， 你 认为 用 “向 量 
法 ” 比 用 “传统 方法 ”的 精确 度 ss ( ) 
(A) 高 。 ”(B) 差 不 多 (C) 低 
10. 在 解 立体 几何 问题 时 , 你 认为 用 “向 量 
法 " 比 用 “传统 方法 "的 解 题 思路 ………… (3 
(A) 直观， (B) 抽 象 ;。 ”(C) 差 不 多 


由 . 

(3) 观 察 当 点 C 在 Zz 轴 上 移动 时 , 点 王 移 动 
变化 的 情况 ， 试 求 点 C1(V3,0) 移动 到 点 
C2(3V3,0) 时 , 点 五 移动 的 行程 . 

本 题 是 一 道 富 方 法 性 、 过 程 性 、 探 究 性 于 
一 身 的 综合 题 , 这 种 “ 动 点 与 坐标 系 相 结合 "的 
几何 探索 题 , 将 几何 图 形 署 于 坐标 系 中 , 让 动 
点 带动 一 个 (或 几 个 ) 几何 图 形 ( 交 点 、 三 角形 、 
圆 ), 形成 新 的 图 形 . 在 这 一 变化 过 程 中 , 探究 
图 形 形 状 、 位 置 关 系 及 内 在 联系 , 综合 运用 数 
学 思想 方法 和 方程 、 儿 何 、 三角 函数 等 知识 进 
行 解答 , 对 学 生 的 探索 能 力 提 出 了 较 高 要 求 , 有 
效 地 考查 了 学 生 的 探究 过 程 和 探究 方法 . 现 对 
本 题 探究 过 程 作 如 下 分 析 : 

探究 1: 第 (2) 小 题 当 点 C 在 z 轴 上 运动 时 ， 
人 4AEF、 作 ABC 有 什么 变化 ? 

形状 发 生 改 变 . 通过 观察 、 比 较 、 猜 想 , 作 
出 合 情 推理 , 在 变化 过 程 中 人 4BF 为 等 腰 三 
角形 应 有 三 种 情况 . 


和 TTT 


11. 在 解 立 体 几何 问题 时 , 你 认为 用 “向 量 
法 ” 比 用 “传统 方法 ”的 难 易 程度 ………… ( ) 

(A) 难 ; (B) 差 不 多; (C) 简单 . 

调查 结果 

本 次 对 我 校 高 二 年 级 ( 共 528 人 ) 随 机 抽取 
的 样本 200 人 进行 了 调查 , 调查 结果 如 下 : 


a 
B42% | 145%|133%|743%| 15% 
| 


画 若 5 
BB [55.1% | 8 23% [509.8% [10.6% 134 
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数学 文化 观 下 的 数列 极限 教学 


315300 浙江 省 慈溪 中 学 施 斌 丁 乃 芬 


一 、 课题 分 析 
极限 的 思想 是 数学 中 极为 重要 的 思想 , 极 
限 概念 是 学 生 学 习 微 积分 的 基础 . 然而 在 数学 
史上 , 极限 概念 的 完善 却 是 在 微 积分 产生 之 后 ， 





和 和 AAAIN~N 


探究 2: 在 图 形变 化 过 程 中 人 ABF 和 
A4BC 的 关系 有 什么 变化 ? 

由 第 (1) 小 题 的 证 明 过 程 不 难 发 现 ， 其 相 
似 性 与 点 C 的 运动 无 关 , 故人 AFE 与 ABC 
相似 的 关系 保持 不 变 , 因而 可 把 问题 转化 为 关 
断 人 ABC 如 何 成 为 等 腰 三 角形 的 问题 

探究 3: 第 (3) 小 题 当 点 C 在 z 轴 上 运动 时 ， 
点 五 运动 变化 形成 的 大 臻 图形 是 什么 ? 

这 里 要 充分 体现 探究 过 程 和 方法 , 我 们 首 
先 要 关注 点 万 移动 的 路 径 是 直 的 还 是 曲 的 ? 探 
求 规律 一 般 运 用 从 特殊 到 一 般 的 研究 思想 . 为 
此 , 我 们 先 作 几 个 符合 运动 规则 的 图 形 , 通过 
观察 、 实 验 、 比 较 , 动 中 窥 静 , 作出 猜想 , 可 以 
猜测 点 五 移 动 的 路 径 玉 肪 是 曲 的 . 

探究 4: 肪 忆 是 曲 的 , 那么 它 究竟 是 什么 
图 形 呢 ? 

下 态 是 曲 的 , 要 计算 它 的 长 度 , 根据 我 们 
已 有 的 知识 经 验 ,借助 于 合 情 推理 ， 可 以 猜测 
辣 肪 可 能 是 一 段 圆 弧 . 

探究 5: 你 能 证 明 瓦 及 是 一段 圆 弧 吗 ? 

当 点 C 运 动 时 , 通过 观察 、 比 较 , 可 以 发 现 
Z4FO 始 终 为 直角 , 点 到 OA 的 中 点 距离 等 
于 定 长 304, 故 甩 瑟 是 以 04 为 直径 的 贺 上 
的 一 段 汞 

探究 6: 要 计算 弧 长 , 应 先 探求 哪些 量 ? 

这 里 的 半径 和 圆心 角 都 需要 经 过 探索 才能 
获得 

教学 时 要 鼓励 学 生 大 胆 提出 问题 , 本 题 还 





数学 家 们 在 解决 第 二 次 数学 危机 过 程 中 , 经 过 
近 百 年 的 工作 才 给 出 了 极限 的 < 一 N (或 = 一 9 
的 定义 方法 . 新 课程 实施 前 , 大 多 数 教师 对 极限 
概念 的 教学 采取 咬文嚼字 反复 解释 的 方法 , 终 


和 TT 


可 继续 探究 , 如 当 点 C 在 z 轴 上 移动 时 , 是 否 
存在 m, 使 得 BF 是 两 圆 的 公 切 线 等 问题 . 

我 们 对 本 题 随机 抽样 了 300 份 试卷 进行 统 
计 , 得 分 率 仅 为 21.4%. 从 卷 面 分 析 中 我 们 发 
现 , 做 第 (3) 小 题 的 大 部 分 同学 都 认为 点 了 了 移 
动 的 路 径 是 线段 肪 忆 或 直线 让 忆 , 反映 出 这 
些 同 学 仅 赁 主观 判断 ,更 受 思维 定 势 的 影响 ， 
从 而 导致 错误 . 说 明 学 生 的 探究 意识 淡薄 , 为 
此 , 我 们 在 数学 探究 教学 中 要 特别 关注 以 下 两 
个 方面 : 

1. 关注 探索 方法 的 培养 

教学 中 要 加 强 学 法 指导 , 经 常 让 学 生 经 历 
观察 、 实 验 猜想 、 验 证 、 交 流 等 数学 活动 , 逐 
步 学 会 探索 的 基本 方法 , 使 学 生 善于 观察 , 善 
于 发 现 图 形 的 特点 , 数量 关系 的 特征 和 数学 知 
识 间 的 内 在 联系 . 渗透 “猜想 十 证 明 ” 的 发 现 问 
题 和 解决 问题 的 科学 思维 , 学 会 猜想 方法 , 发 
展 合 情 推理 能 力 和 逻辑 推理 能 力 . 

2. 关注 探索 过 程 的 教学 

美国 心理 学 家 布 鲁 纳 说 : 探索 是 教学 的 生 
命 线 . 的 确 , 没有 探索 , 就 不 会 有 新 的 发 现 . 
此 , 在 课堂 上 要 给 学 生 提供 从 事 数学 活动 时 空 ， 
让 学 生 多 动脑 、 多 动 口 、 多 动手 . 教学 中 要 把 
凝结 在 教材 中 知识 背后 的 材料 及 探究 活动 过 
程 充 分 展开 , 给 学 生 多 一 点 思考 的 时 间 , 多 一 
次 表达 思维 的 机 会 , 暴露 思维 的 发 生 、 发 展 的 
过 程 , 使 学 生 在 探索 中 学 会 独立 思考 , 学 会 多 
角度 思考 , 学 会 数学 地 思维 . 
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因 其 过 于 抽象 而 收效 甚 微 . 现行 的 高 中 数学 教 
材 ( 人 教 版 试验 修订 本 ) 中 , 采取 直观 描述 的 方 
法 给 出 数列 极限 的 定义 , 这 是 考虑 到 高 中 生 的 
认 知 水 平 , 也 体现 了 新 课程 “强调 本 质 , 注意 适 
度 形式 化 "的 理念 . 《普通 高 中 数学 课程 标准 》 
中 指出 :数学 课程 应 该 返 珊 归 真 , 努力 揭示 数学 
概念 、 法 则 、 结 论 的 发 展 过 程 和 本 质 , 把 数学 
的 学 术 形 态 转 化 为 学 生 易 于 接受 的 教育 形态 . 
基于 上 面 的 考虑 , 笔者 从 极限 思想 的 发 展 史 角 
度 谈 谈 本 市 课 的 教学 . 

二 、 教学 过 程 

1. 人 们 最 初 对 无 限 的 认识 

公元 前 4 世纪 , 我 国 春 秋 时 期 的 庄 周 “ 天 下 
篇 ”指出 :“ 一 尺 之 极 , 日 取 其 半 , 万 世 不 竭 .” 同 
时 期 , 上 古 希 腊 有 个 大 诡辩 家 芝 诺 提出 了 四 个 诡 
论 , 其 中 最 著名 的 叫 “ 神 行 太保 追 不 上 乌 色 ” 

假设 乌龟 与 人 赛跑 , 为 简便 计 , 不 妨 设 V、 
二 10Vf (Y 为 速度 ), 又 设 龟 在 人 前 面 100 米 起 
跑 , 两 者 同时 开 跑 , 当 人 跑 了 100 米 到 达 鱼 出 发 
点 时 , 龟 已 向 前 聆 了 10 米 , 人 再 追 10 米 , 龟 又 疏 
了 1 米 , 人 又 追 了 1 米 , 旬 又 息 了 0.1 米 , ……… ; 
如 此 下 去 以 至 无 穷 , 人 和 色 之 间 永 远 间 隔 了 一 
段 距 离 , 也 即 人 永远 也 追 不 上 乌龟 . 

这 表明 当时 人 们 认为 无 限 多 个 数 相 加 的 和 
为 无 穷 大 , 以 至 当时 无 人 能 驶 倒 他 . 

事实 上 , 当 追 上 乌 印 时 , 龟 所 走 的 距离 
S=10++1+0.1 二 +0.01++:… = 11.1111:… 
( 米 ). 

从 男 一 方面 考虑 ， 由 二 


1 1 
Se 115 = 11.1111.… ( 米 ). 


一 般 地 , 若 V、 = aVis (a > 切 通 过 上 面 
两 方法 分 别 计算 鱼 所 起 走 的 距离 可 得 到 等 式 : 
100 100 100 100 ee 100 
































a Q2 下 a3 an a—1 
如 何 解释 这 个 等 式 呢 ? 这 就 要 用 到 极限 的 

2. 极 限 思 想 的 历史 渊源 
我 国 魏 晋 时 期 杰出 的 数学 家 刘 徽 创立 了 
“ 割 圆 术 ”( 见 教科 书本 章 引 言 , 略 ), 其 中 体现 
的 正 是 极限 的 思想 . 并 求 出 x 关 3.14, 而 祖 冲 
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之 在 刘 徽 割 圆 术 的 基础 上 算出 了 3.1415926 < 
T < 3.1415927. 无 独 有 偶 , 也 许 是 为 了 回答 芝 
诺 的 诡 论 , 古 希腊 人 也 发 现 了 这 种 思想 , 把 它 
命名 为 “穷竭 法 ”( 欧 多 克 斯 ), 阿 基 米 德 运用 它 
证 明了 球 的 体积 与 球面 面积 公式 . 

(幻灯 片 放映 球 的 体积 与 球面 面积 公式 的 
推导 过 程 , 见 教科 书 第 二 册 (下 ), 略 .) 

3. 缺 乏 极 限定 义 , 陷入 重重 危机 . 

尽管 极 根 的 思想 由 来 已 久 , 然而 在 随后 的 
漫长 岁月 中 却 没有 什么 进展 . 欧洲 文艺 复兴 之 
后 , 生产 力 和 科学 技术 水 平 都 有 了 突飞猛进 的 
发 展 . 这 些 发 展 对 数学 提出 了 新 的 要 求 , 由 此 
产生 了 许多 新 的 数学 思想 与 数学 方法 , 其 中 最 
重要 的 发 明之 一 就 是 牛顿 和 葬 布 尼 茨 创立 的 
微 积分 学 . 

随 着 越 来 越 多 的 人 们 对 无 穷 数列 进行 求 和 
运算 , 矛盾 与 错误 也 层出不穷 

例 1 求 和 5S， = 二 1 一 1 二 1 一 1 十 .… 十 
本 和 n 为 奇数 


然而 当 n 一 co 时 ， 就 出 现 了 以 下 现象 








(1)S=1 一 1 十 1 一 1 十 :… 二 (1 一 1) 十 
(1 一 1) 十 :…==0; 

(2)S=1-1+1—1+.…=1-(1—1)+ 
(1 一 1)++.…=1; 

(3)S=1-1+1 一 1+.…==1 一 (1 一 1 十 


1 
) 二 1 一 9, 故 5 = 


所 以 有 0= 1= 5 

为 了 解决 这 样 的 矛盾 , 港 清 人 们 对 “无 限 ” 
运算 的 认识 , 就 需要 对 极限 有 一 个 严格 的 定义 . 

4. 数 列 极 限 概念 的 发 展 

考察 下 面 的 数列 : 


1 一 1 十 … 





Se 

上 面 王 个 数列 邦 用 样 的 特性 随 着 项 数 
nn 的 无 限 增 大 , 数列 的 项 无 限 趋 近 于 某 个 常数 
(学 生 回答 :分 别 是 0, 1, 0), 于 是 有 : 
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定义 1: 如果 当 项 数 久 无限 增 大 时 , 无 穷 数 

列 {an} 的 项 无 限 趋 近 于 某 个 常数 a, 那么 就 说 

数列 {aw} 以 a 为 极限 , 或 a 是 数列 {an} 的 极 

限 , 记 作 lim a = a, 有 时 也 记 作 当 n 一 oo 
时 , a 一 a. 


例 2 考察 下 面 的 数列 , 写 出 它们 的 极限 . 





1 1 
本 证 是 en 
( ) ) > 327 》 m3 》 
人 Pt 
2 3 Nn 8 
(3) 6.5,6.95,6.995, .…， Ts ; 
12 3 —1)™n 
We 
49 16 (n+1) 
(学 生 回 答 .) 
例 3 (1) 求 常数 列 一 1， 一 1, …， 一 1 的 极 


限 , 即 lim(-1)=_ 


1 
(2) 车 la| > 1，lim 二 = 
也 一 oo 0 


ae 


若 |ol| < 1，lim a” = 


例 4 (1) 下 面 两 个 数列 有 极限 吗 ? 
1, 2 SR 














0, 1, 0, 1, 0, 1, .…. 

(2) 证 明 : 当 a > 1 时 ， 

I 

a i 人 a—1 

人 
1 1 1 

= lim = Sr Rs 
Nn—00 村 (08 a 

1 1 1 

= lim 2 Co lim a 

人 九 一 Co je noo0 Qa—1 
a 

I 1 

~ al 

(3) 比较 0.9 与 1 的 大 小 . 


多 1 
方法 一 09=0ix9=5x9=1 
方法 二 :0.9 = 0.9 十 0.09 十 0.009 十 …: 


1 十 十 和 
~ n2o0 \10 102 10% 
9 9 
_ jm 10 10"+1 
no00 1 
10 
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-到 (1- 遍 )=: 


方法 三 :|0.9 一 1| 是 比 任 何 正 数 都 小 的 非 负 
数 , 故 只 能 为 0. 

(方法 一 、 方 法 二 由 学 生 思 考 后 给 出 , 方法 
三 由 教师 启发 分 析 给 出 .) 

数学 是 一 门 讲 严谨 的 学 科 , 数学 语言 是 精 
确 的 言语 . 上 面 数列 极限 的 定义 中 “无 限 趋 近 ” 
的 提 法 是 一 种 直观 的 动态 的 描述 , 是 否 能 更 加 
严谨 化 呢 ?” 历史 上 出 现 了 许多 解释 方案 ,如 : 
“要 有 多 近 就 有 多 近 ”; 考虑 到 两 个 数 an 与 a 的 
距离 可 以 用 |aw 一 a| 来 表示 , 就 有 了 “|an 一 al 
想 要 多 小 就 多 小 ( 即 |an 一 a| 一 0)”; 当即 足够 
大 时 , |an 一 a| 能 小 于 任意 给 定 的 正 数 ; 最 后 终 
于 找到 用 静态 的 数学 符号 描述 的 方法 . 

定义 2: 对 数列 {an,}, 如 果 存 在 一 个 常数 4， 
使 得 对 任意 给 定 的 = > 0, 可 找到 V, 使 得 当 
n > N 时 , 不 等 式 |an 一 4| < e 恒 成 立 , 就 说 4 
是 {an} 当 n 一 co 时 的 极限 , 即 lm an = 4. 

5. 小 结 与 作业 : 略 . 

补充 选 做 作业 : 你 能 用 定义 2 的 方法 说 明 
lim 和 二 1 吗 ? 











1. 关 于 教学 要 求 . 本 节 课 是 针对 我 校 为 重 
点 中 学 , 学 生 程度 较 好 而 设计 的 , 阁 学 生 程 度 
一 般 , 可 略 去 数列 极限 的 抽象 化 定义 部 分 即 
使 对 重点 中 学 的 学 生来 讲 , 也 不 必 把 根据 定义 
证 明 数 列 的 极限 作为 普遍 的 要 求 . 而 应 重 在 体 
现 数学 思想 的 文化 特征 上 . 

2. 关 于 数学 史 在 教学 中 的 作用 . 其 一 是 帮 
助 学 生 深入 理解 概念 . 法 国 数学 家 庞 加 莱 说 : 
“动物 学 家 坚持 认为 , 在 一 个 短 时 期 内 , 动物 胚 
胎 的 发 育 重 蹈 所 有 地 质 年 代 其 祖先 们 的 发 展 
历史 , 人 的 思想 发 展 似乎 也 是 如 此 . 教育 工作 
者 的 任务 就 是 让 孩子 的 思维 经 历 其 祖先 之 所 经 
历 , 迅速 通过 某 些 阶段 而 不 跳 过 任何 阶段 ， 鉴 
于 此 , 科学 史 应 该 是 我 们 的 指南 .” 其 二 是 在 情 
感 、 态 度 、 价 值 观 上 的 作用 . 当 我 们 展现 的 一 
种 火热 的 发 明 过 程 而 不 仅仅 是 美丽 的 冰冷 的 结 

(下 和 转 第 9-1 页 ) 
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鞋 解 析 几 何 复习 课 的 设计 


226100 江苏 省 海门 市 锡 类 中 学 江汉 串 


本 文 以 一 个 贺 锥 曲线 问题 为 例 , 重点 谈 谈 
高 三 数学 复习 课 中 如 何 做 到 以 静 制 动 、 举 一 反 
三 的 问题 . 

案例 : 已 知 4(--2, V3), 了 是 椭圆 二 十 本 
= 1 的 右 焦点 , 点 MM 在 椭圆 上 移动 , 当 |M7 了 + 
2|1F| 取 最 小 值 时 , 求 点 M 的 坐标 

教师 点 拨 : 遇 到 焦点 问题 , 一 般 有 哪些 思 
路 ? 

全 体 学 生 : 过 M 作 MQ 1 1 于 @, 由 椭 图 
的 第 二 定义 得 : 2IMF| = |MQ|, ,|MAI++ 
2MF| = MA + IMG| > 140| > 10, EH 
仅 当 4、M、Q 三 点 共 线 且 M 位 于 A、Q 中 间 








时 取 一 ”此 时 , 48 上 ym = yA = V3, 
wr 
二 性 一 1 二 土 2 
16 Se 12 ,TM V3, 
ZNM > 0, … M(2V3, V3). 
y 
EK Q 





SY 


图 1 
一 、 变动 定点 , 内 外 呼应 
问题 一 已 知 4(~4, V3), 厂 是 椭圆 二 二 


与 = 1 的 右 焦点 点 MM 在 椭圆 上 移动 ， 求 


IMA| + 2|MF| 的 最 小 值 及 取 最 小 值 时 点 M 
的 坐标 
学 生 1 (很 快 想 出 , 解法 类 同 于 案例 ): 过 
作 MQ 上 ! 于 @, 由 本 图 的 第 一 定义 得 3 
= |MO|, … [MAI+2IMFI=|MA|+|MO| > 
261 > 12 当日 仅 当 人 M. @ 三 点 共 线 上 





人 位 于 人、 中间 时 取 “=”， 此 时 ，4Q 上 ， 
2 yM = YA = V3. 2 1 
TM 二 士 2V3， 即 MT( 士 2V3， V3). 

教师 点 评 : 此 题 设计 目的 是 通过 比较 , 让 
学 生 立 足 通 法 . | 

问题 二 ”已 知 4(6,0), 下 是 椭圆 址 十 证 
= 1 的 右 焦点 , 点 M 在 椭 贺 上 移动 , 求 |MA|++ 
2|MF| 的 最 小 值 及 取 最 小 值 时 点 M 的 坐标 . 

师 生 共同 : 设 M(z,y), 则 

0 


=V(7—6)2+y2+8—Zz 


1 
ee 


可 以 证 得 | 到 人 + 21M71 在 > < [4 上 
是 减 函数 ，… 当 z = 4 时 , |MA| + 21M7F 取 
最 小 值 6, 此 时 MX(40) 

教师 点 评 。 此 题 设计 目的 是 通过 同 种 题 
不 同方 法 的 比较 , 打破 学 生 的 思维 定 势 

师 生 回顾 : 随 着 定点 在 圆锥 曲线 内 外 变动， 
除了 可 以 用 第 二 定义 外 , 还 考虑 了 利用 函数 的 
单调 性 , 这 样 既 打破 了 学 生 的 思维 定 势 , 又 培 
养 了 创新 意识 

学 生 2 (同类 题 ): 已 知己 是 双 曲 线 5 一 
= 1 的 右 焦点 , 点 M 是 双 曲 线 右 支 上 一 动 点 ， 
定点 4(5,4), 求 4MF| 一 51MAI 的 最 大 值 . 

(提示 : 定点 在 圆锥 曲线 外 , 用 第 二 定义 .) 

常生 3( 同 类 是 ): 已 知 4(2V5,V 习 ,是 
加 开 二 纯 5 = 1 的 右 焦点 , 点 MM 在 椭圆 上 移动 ， 


当 nz -本 让 到 最 小 值 时 求 点 的 坐标 . 
(提示 :定点 在 圆锥 曲线 上 , 用 第 二 定义 .) 
二 、 变动 方程 , 别 有 洞 天 
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线 (y 一 V 引 ? = 一 47 的 焦点 , 点 M 在 抛物 线 上 
移动 时 , 求 |MM4| - 2|MF| 的 最 大 值 及 取 最 大 
值 时 点 M 的 坐标 . 


教师 : 让 学 生 讨论 2 分 钟 , 适时 提示 将 问题 
坐标 化 , 用 函数 单调 性 解决 . 

学 生 4: |MA| 一 2|M| 

= V(rz+2)2+(y— v3) —2(-z+1) 





一 VZ2 十 4 十 27 一 2(Z 乏 0)， 
令 f(7) = Ve? 十 4 十 2x 一 2(x < 0), 则 
bg 


i 十 2 > 0, “f(z) 在 (一 00,0|] 
上 是 增 函数 , … 当 z = 0 时 , |MA| 
最 大 值 j(0) = 0, 此 时 MM(0, V3). 

教师 点 评 : 此 题 设计 目的 是 巧妙 地 将 解析 
几何 问题 与 函数 思想 结合 在 一 起 , 提高 灵活 解 
题 的 能 

师 生 回顾 : 函数 思想 尤其 导数 法 的 引入 给 
解决 解析 几何 问题 注入 了 新 的 活力 , 拓宽 了 思 
维 . 

学 生 5 (同类 题 ): 已 知 点 4( 一 2, V3), 点 书 
是 抛物 线 (y 一 V3)? = 一 42 的 焦点 , 点 M 在 抛 
物 上 移动 时 , 求 |MA| + 2|MF| 的 最 小 值 及 取 
最 小 值 时 点 M 的 坐标 . 

(提示 : 问题 坐标 化 , 用 函数 单调 | 


学 生 6 (同类 题 ): 已 知 点 瑟 是 双 曲 线 本 


2 
生 = 1 的 右 焦点 ， 人 
动 点 , 定点 4(-6,0), 当 |MF| - |MA| 取 最 大 
值 时 , 求 点 M 的 坐标 . 
(提示 问题 坐标 化 , 用 函数 单调 性 解决 .) 
变动 结论 , 大 相 径 庭 , 
问题 四 已 知 4(-2, V3)， 下 是 椭圆 和 十 


2 


与 = 1 的 右 焦点 点 MM 在 椭圆 上 移动 ， 求 


IMF| + |M2| 的 最 小 值 及 取 最 小 值 时 点 M 的 
坐标 . 

学 生 7 (马上 回答 ): 
圆 的 第 二 定义 . 

教师 : 让 学 生 做 2 分 钟 , 发 现 不 行 , 再 引导 . 





一 2|MF| 取 


与 问题 一 一 样 , 用 椭 
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学 生 8: 由 椭圆 的 第 一 定义 |MF| 十 | 到 | 
=8 得 |MAI+|MF|=8+|MA|-|MR|> 
8 一 |4 也 | = 8 一 V3, 当 是 仅 当 4、M、 玉 三 点 
共 线 且 M/ 位 于 人 甩 一 侧 时 取 人 =”, 此 时 4 
的 方程 是 x = 一 2, .“. M (一 2,2V3). 

教师 点 评 ， 此 题 设计 目的 是 通过 六 析 , 揭 
示 同 类 不 同 题 之 间 的 联系 与 区 别 , 培养 学 生 处 
理 问题 的 应 变 能 力 . ee 

学 生 9 (同类 题 ): 椭圆 二 十 年 = 1 内 有 一 
点 4(1 2), 厂 是 椭圆 的 左 焦点 , 点 M 在 椭圆 上 
移动 , 若 |MF|+ |MA4| 的 最 小 值 、 最 大 值 分 别 
为 di、d2, 则 Qi 十 do 值 为 ……………………… ( ) 

(A)12; (B)4V5; (C)8; 

(提示 : 利用 椭圆 的 第 一 定义 .) 

问题 五 已 知 4(--2, V 引 , 己 是 精 圆 荆 十 

入 

千 = 1 的 右 焦点 ,点 MM 在 椭圆 上 移动 ， 求 
IMA| - 21MF| 的 最 小 值 及 取 最 小 值 时 点 M 
的 坐标 . 

教师 引导 : 让 学 生 思 考 2 分钟 , 发 现 单独 用 
第 一 、 第 二 定义 不 行 , 能 否 将 第 一 、 第 二 定义 
合 而 用 之 呢 ? 

全 体 学 生 : 过 M 作 左 准 线 1 的 垂 线 于 @， 
由 椭圆 的 第 二 定义 得 得 21M 及 | = 二 IMQil, 由 椭 
加 的 第 一 定义 得 MFI + IMA|=8, 

“ [MAI 2|MF| = [MAI42ME|-16 

-|1A|+ 10:| -16 

> |914| -16= -10， 

当 且 仅 当 4、M、Q1 三 点 共 线 且 M 位 于 A、Q1 

















中 同时 取 人 ”此 时 , AQs 上 or 一 如 
。 3 

V3, < 诈 - 十 五 1 TM 土 2V3, 

”XM <0, M(— 2V3， 3, V3). 


教师 评价 本 题 实际 是 对 上 述 问 题 的 综合 
运用 , 本 题 揭示 了 各 种 方法 在 处 理 问题 时 的 和 
谐 统一 . 

2 已 知 定点 4(-4  V3), 定点 下 是 
椭圆 二 += 三 1 的 右 焦点 , 点 AM 在 椭圆 上 移 


动 求 [NTA+ 211F| 的 最 小 值 . 
(下 转 第 9-38 页 ) 
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从 一 道义 股 定理 习题 的 解法 谈 反 思 ' 
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学 习 


325000 浙江 省 温州 外 国语 学 校 曾 小 豆 





怎样 在 数学 课堂 中 引导 学 生 进 行 解 题 后 的 
反思 性 学 习 呢 ?7 下 面 , 请 看 笔者 经 历 的 一 个 教 
学 片段 , 内容 是 北 师 大 版 八 年 级 上 册 “ 勾 股 定 
理 ” 这 章 内 容 后 的 一 节 习 题 课 . 

问题 : 有 几 根 细 木 条 , 长 度 分 别 为 30 厘米 
和 40 厘 米 , 现 有 一 个 同学 要 制作 一 个 钝 角 三 角 
形 和 一 个 锐角 三 角形 , 要 制作 这 样 两 种 三 角形 ， 
第 三 根木 条 长 度 应 分 别 如 何 取 ? 

提出 问题 后 , 不 少 学 生 很 快 就 给 出 了 解答 : 
设 第 三 根木 条 长 度 为 Z 厘米 . 

(1) 当 10 < x < 50 时 , 三 角形 是 锐角 三 角 
形 ; 

(2) 当 50 < x < 70 时 , 三 角形 是 钝 角 三 角 
形 . 

全 班 和 人 共有 32 人 给 出 了 上 述 的 管 案 . 笔 
者 请 这 些 同学 发 表 自己 的 想法 ， 学生 指出 :如 
果 能 够 构成 一 个 三 角形 , z 的 取 值 范围 是 10 < 
2Z<70, 而 当 z = 50 时 , 三 角形 是 直角 三 角形 . 

有 两 位 学 生 提 出 了 不 同 的 看 法 :答案 (1) 不 
对 , 应 该 为 10 < x < 50 且 xz 关 V700, 因为 当 
2 二 V700 时 , 三 角形 为 直角 三 角形 . 

此 时 , 课堂 一 下 子 热闹 起 来 , 经 过 长 时 间 
的 探讨 有 一 位 学 生 提 出 :刚才 两 位 同学 的 答案 
还 不 够 全 面 . 

这 位 学 生 非 常 自信 地 答 道 :“ 当 10 < x < 
50 且 zx 关 V700 时 , 随 着 z 取 不 同 的 值 时 , 还 
会 出 现 锐角 三 角形 和 钝 角 三 角形 的 情形 . 即 当 
10 < x < V700 时 是 钝 角 三 角形 ; 当 V700 < 
Z < 50 时 是 锐角 三 角形 ; 当 50 < x < 70 时 是 
钝 角 三 角形 .” 

笔者 乘机 引导 学 生 把 这 个 问题 的 解答 进行 
整理 ， 部 分 学 生 整 理 的 结果 让 笔者 十 分 高 兴 . 
他 们 整理 的 结果 是 : 








当 三 角形 是 直角 三 角形 时 , x = V700 或 
50. 如 图 1, 由 数 轴 可 知 : 
0 10 V700 50 70 
图 1 
当 10 < x < V700 时 , 三 角形 是 钝 角 三 角 


当 V700 < x < 50 时 , 三 角形 是 锐角 三 角 


当 50 < xz < 70 时 , 三 角形 是 钝 角 三 角形 . 

忽然 又 有 一 位 学 生 举 手 发 言 :“ 老 师 , 当 50 
< x < 70 时 , 随 着 z 的 变化 , 会 不 会 也 出 现 锐 
角 三 角形 和 钝 角 三 角形 呢 ?” 马 上 有 学 生 进 行 
了 如 下 的 反 驶 : 

学 生 1: “不 可 能 的 . 因为 当 50 < x < 70 
时 第 三 根 细 棒 是 作为 三 角形 最 长 边 的 , z 不 论 
怎样 取 都 是 钝 角 三 角形 , 不 相信 你 可 以 自己 画 
图 来 观察 .” 

学 生 2: “如 图 2, 把 4B 边 固定 , 4C 绕 4 
点 顺 时 针 运 动 , BC 的 长 度 会 随 4C 的 运动 而 
增 大 的 ， Se a 


A 20 C 
图 2 

问题 解决 了 , 学 生 露 出 了 满意 的 笑容 . 

教师 : “大 家 能 否 从 刚才 这 位 同学 的 解释 
中 得 到 什么 启示 呢 ?” 

教室 里 安静 下 来 了 , 不 一 会 儿 有 学 生发 言 
TT 

学 生 3:“ 这 个 问题 的 解决 , 其 实 就 是 找 C 

点 , 而 C 点 到 4 点 的 距离 为 40 厘米 是 不 变 的 ， 
我 总 感觉 到 有 什么 规律 似 的 .” 
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学 生生 “如 果 让 C 点 运动 起 来 , 人 4BC 的 
形状 也 会 随 着 C 点 位 置 变 化 而 变化 的 .” 

学 生 5:“ 老 师 , 我 找到 C 点 运动 的 规律 了 ， 
它 是 在 一 个 圆 上 .” 

课堂 上 出 现 了 笔者 备课 时 并 没有 考虑 的 现 
象 , 课堂 再 次 掀起 高 潮 , 随 着 这 个 契机 的 到 来 ， 
笔者 大 胆 将 了 学 生 一 军 :“ 你 们 能 否 将 这 个 问 
题 放 在 圆 上 来 解决 呢 ?” 

面临 新 的 挑战 , 学 生 七 嘴 八 舌 地 议论 开 了 . 
学 生 又 得 到 另 一 种 解答 方法 : 

如 图 3, A4BC 中 , 4B = 30 厘 米 , 4C = 
40 厘米 ， 以 A 为 圆心 ，40 厘米 长 为 半径 画 圆 
4. 问题 化 归 为 当 人 4BC 是 锐角 或 钝 角 三 角 
形 时 分 别 求 第 三 根木 梯 BC 长 度 范围 , 即 确定 
三 角形 的 第 三 个 顶点 C 在 圆 4 上 的 位 置 . 由 于 
A4BC 的 三 个 顶点 不 在 同一 直线 上 ， 所 以 圆 
周 上 点 互 要 除去 , 其 余 任意 一 点 都 可 以 与 点 
4 如 构成 一 个 三 角形 ， 其 中 当 点 C 运动 到 点 
五 .FM V 时 , 即 BC = 50 或 V700, 人 ABC 
是 直角 三 角形 . 观察 图 3 得 

当 点 CO 在 MIN 和 fHF 上 (点 M、N、 
五 、 下 、 互 、 了 除外 ) 时 , 即 10 < BC < V700 
或 50 < BC < 70, A4BC 是 钝 角 三 角形 . 

当 点 C 在 AN 和 孔 人 上 (点 M、N、 万 、 
五 除外 时, 即 V700 < BC < 50, A4BC 是 
锐角 三 角形 . 





图 3 
下 课 后 , 笔者 与 学 生 谈 起 今天 上 课 的 感觉 
如 何 , 他 们 说 :“ 这 才 叫 学 数学 , 要 是 天 天 这 样 上 
数学 课 就 好 了 这 就 是 学 生 的 心声 , 同时 , 也 给 
笔者 带 来 了 深刻 的 反思 . 
1. 错 因 探 完 
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在 441 位 学 生 中 共有 32 位 学 生 给 出 一 样 的 
错误 解答 . 原因 主要 有 以 下 三 种 情况 : (1) 认为 
三 角形 的 第 三 边 就 是 三 角形 的 最 长 的 边 , 忽视 
它 也 可 能 是 三 角形 的 次 长 边 或 最 短 边 ; (2) 思 
考 问 题 凭 直觉 , 觉得 当 50 < x < 70 时 , 三 角 
形 是 钝 角 三 角形 , 反之 必然 是 锐角 三 角形 ; (3) 
受 直 角 三 角形 边 长 30 厘 米 、40 厘米 、50 厘米 
特殊 性 的 定 势 影响 . 笔者 还 了 解 到 , 学 生 解 题 
后 基本 上 没有 反思 的 习惯 , 而 且 大 部 分 学 生 认 
为 数学 问题 解决 的 答案 就 是 问题 的 终结 ， 可 
见 , 出 现 这 样 集体 性 错误 必 有 教师 教学 措施 不 
当 等 原因 , 如 教学 中 不 重视 解 题 后 的 反思 性 学 
习 的 习惯 的 培养 , 导致 了 学 生 的 解 题 过 多 地 依 
赖 于 教师 的 指导 , 学 生 解 题 能 力 的 提高 受到 了 
阻碍 . 

从 教学 实例 中 可 以 看 到 从 问题 的 提出 到 对 
问题 解决 的 质疑 、 再 发 现 、 再 认识 和 对 问题 解 
决 的 引申 , 都 应 给 学 生 充 分 展示 思维 过 程 的 机 
会 . 当然 , 让 学 生 充 分 暴露 其 思维 过 程 , 教师 应 
当 给 学 生 以 时 间 和 空间 , 而 教师 思维 的 暴露 应 
当 体 现在 教学 设计 过 程 的 引导 中 , 它 是 课堂 教 
学 的 指挥 棒 , 要 引导 学 生 迅 速 抓 住 问题 的 本 质 
特征 , 使 思维 不 断 深入 发 展 和 完善 . 

3. 角色 转换 

教师 在 学 生 心 中 总 是 扮演 着 一 个 无 所 不 知 
的 完美 角色 , 其 实 教师 在 备课 或 教学 过 程 中 也 
常 有 朴 忽 的 时 候 , 有 对 问题 的 分 析 不 够 全 面 的 
时 候 . 既然 如 此 , 课堂 上 为 什么 不 可 以 把 自己 
失败 的 方法 , 思维 的 误区 设计 成 教学 材料 展示 
给 学 生 呢 ? 这 样 , 往往 会 激 起 学 生 对 问题 思索 
的 好 奇 心 , 激发 学 生 对 问题 解决 后 的 反思 的 主 
动 性 . 

4. 善待 错误 

笔者 在 课 前 准备 这 个 问题 时 , 与 学 生 犯 了 
同样 的 错误 , 在 授课 过 程 中 才 发 现 了 这 个 错误 . 
让 笔者 深 深 感 到 在 数学 教学 过 程 中 不 仅 要 教 知 
识 , 让 学 生 学 会 解决 问题 , 更 重要 的 是 学 会 在 
数学 问题 解决 中 进行 反思 . 如 问题 解决 后 反思 : 
这 种 解法 正确 吗 ? 有 没有 其 他 方法 ? 是 否 有 更 
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从 哪里 来 的 ? 


200062 上 海 市 曹杨 二 中 黄 # 


2 

已 知 真 命题 : 过 双 曲线 本 = 1 左 焦 

点 的 直线 与 到 幢 线 交 于 和 B 两 点 , 若 |4B| = 
6, 则 这 样 的 直线 恰好 有 3 条 , 将 此 命题 推广 到 

一 般 双 曲线 , 并 使 已 知 命题 成 为 推广 了 的 命题 
的 特例 . 

这 是 平时 训练 中 一 道 填空 
生 有 和 如 下 的 思考 。 

对 一 般 的 双 曲 线 方 一 丰 = 
0). 

思考 1: 将 |4B| = 6, 推广 到 |4B| = 2a: 

思考 2: 将 |4B| = 6, 推广 到 |4B| = a? 一 


小 题 , 没 想到 学 


l(a>0,b> 


02; 
思考 3: 将 |4B| = 6, 推广 到 
Q2 4 
|4B| = ; 
思考 4: 将 |4B| = 6, 推广 到 |4B| = 2 
思考 5: 将 |4B| = 6, 推广 到 |4B| = 
这 是 学 生 练 习 中 出 现 过 的 几 种 情况 ， 伤 罗 
学 生 只 是 从 特例 出 发 的 类 比 推 理 思考 方式 , 那 
么 只 要 抓 住 3、6、9 三 个 数据 的 相等 关系 , 视 
9 = o, 3 = 刀 2 就 可 以 得 到 一 种 推广 , 又 如 
14B|= at+b,|AB| = 2a2—40b2, |AB| = 3a— 
b2,|AB|= V3(@2+02), 14B|= V6(a? — 2), 
等 等 . 那么 到 底 哪 一 种 推广 是 正确 的 呢 ? 











和 和 AAA rr rr 


好 的 方法 ? 这 种 方法 能 否 用 于 解决 其 他 问题 ? 
能 否 推广 、 引 申 ? 解 题 未 成 功 的 原因 何在 ? 它 
与 其 他 问题 解决 有 关 吗 ? 等 等 .因此 , 善待 学 
生 的 错误 不 仅 能 提高 学 生 的 解 题 能 力 , 而 且 也 
能 提高 教师 的 教学 水 准 . 

5. 事件 应 对 

教学 中 我 们 经 常会 遇 到 一 些 意外 情况 , 如 
学 生 创造 性 发 问 、 学 生 奇 特 的 错误 、 教 师 讲授 


上 面 的 五 种 典型 思考 , 都 是 有 问题 的 . 本 
题 的 实质 是 要 考虑 过 左 焦点 的 直线 与 双 曲 线 
人 左 支 相交 


的 最 短 络 长 一 本 的 大 小 比较 . 


当 2a > = -时 即 在 思考 1 的 基础 上 再 加 
注 条 件 a > 5 时 ,就 可 得 到 推广 工 

当 2a 一 o2 一 妇 > 2 即 在 思考 2 的 
基础 上 再 加 注 条 件 记 二 点 一 24, a > 2 时 , 就 


可 得 到 推广 2 
要 > 区 时, 即 在 思考 3 的 


基础 上 再 加 注 旬 站 一 o —a,2<a<4 
时 ,就 可 得 到 推广 3 

当 24 = 212 > 全 时 , 即 在 思考 4 的 基础 
上 再 加 注 条 件 4 二 如 b > 1 时 , 就 可 得 到 推广 
4. 





2 02 
当 2a = 一 - 人 时 , 即 在 思考 5 的 基础 


上 再 加 注 条 伞 a 二 =0, b> 1 时 , 就 可 得 到 推广 
5. 

按照 这 样 的 研究 , 我 们 可 以 得 到 很 多 种 不 
同 的 推广 , 但 不 管 挎 样 的 推广 , 都 离 不 开 讨 论 
两 个 最 短 弦 的 关系 . 


和 TAN 


的 “ 卡 壳 ”等 , 这 要 求教 师 做 出 快速 反应 。 

果断 决策 . 在 平时 教研 实际 活动 中 , 如 果 经 
对 这 样 的 教学 案例 进行 分 析 、 反 思 和 总 结 ， 站 
有 助 于 我 们 提高 对 新 课程 的 教育 和 教学 理念 
的 把 握 . 
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扶持 和 培 错 学 生 的 数学 想象 力 


215128 江苏 省 苏州 市 


天 悉 在 小 池塘 里 是 飞 不 起 来 的 , 不 是 因为 
它们 断 了 翅膀 , 而 是 因为 缺少 起 飞 所 必需 的 振 
翅 滑 水 的 距离 , 这 种 现象 值得 我 们 深思 , 学 生 
的 学 习 需 要 有 丰富 的 想象 力 , 想象 的 过 程 就 像 
天 鹅 振 翅 滑 水 的 过 程 , 只 有 不 断 地 想象 , 才能 
有 思维 上 的 飞跃 . 所 以 , 首先 要 扶持 和 培养 学 
生 的 想象 力 . 

那么 , 我 们 在 教学 中 , 是 否 已 经 习惯 于 学 
生 的 接受 、 记 忆 、 模 仿 和 练习 , 满足 于 学 生 记 
住 一 个 概念 、 会 做 一 个 题 ? 相当 一 部 分 学 生 是 
否 也 喜欢 做 忠实 的 听众 , 缺少 必需 的 想象 力 ? 
当 学 生 有 了 一 定 的 想象 力 , 敢于 提出 新 的 问题 
的 时 候 , 我 们 是 抑制 了 学 生 的 想象 力 , 还 是 或 
励 学 生 大 胆 地 想象 ? 当 学 生 敢 于 大 胆 想象 的 


和 TAN 


当 24 > 2 ， 即 当 a > 5 时 , 过 左 焦 点 纺 攻 
等 于 2a 的 直线 恰 有 三 条 

当 a = 二 5 时 , 过 左 焦点 弦 长 等 于 2a 的 直线 
恰 有 两 条 ; 

当 a < 8 时 , 过 左 焦点 弦 长 等 于 24 的 直线 
恰 有 一 条 

进一步 探索 得 到 : 
直线 恰 有 四 条 ， 过 左 焦点 弦 长 |4B|， a 
14B| < 24 的 直线 恰 有 两 条 ， 过 左 焦点 弦 长 
14B| = 6 < 2 的 再 线 人 有 一 一 条 ,过 左 信 
点 弦 长 14B| < 全 < 2a 的 直线 不 存在 ; 

当 a = 时 , 过 左 焦点 弦 长 14B| > 2a 的 
直线 恰 有 四条 , 过 左 焦点 弦 长 |4B| < 2a 的 直 
线 不 存在 ; 

当 a < 8 时, 过 左 焦点 纺 长 |4B| > 全 


苏 苑 高 级 中 学 张国栋 


时 候 , 我 们 又 有 多 少 次 是 有 意 或 无 意 地 阻止 了 
学 生 的 想象 ”无 论 老师 备课 多 么 认真 多 么 充 
分 , 在 “ 师 生 互动 "的 课堂 上 , 总 有 学 生 大 胆 想 
象 , 提出 了 老师 课 前 想不到 的 问题 , 是 打 断 学 
生 的 想象 , 还 是 和 学 生 一 起 探究 想象 的 问题 ? 
如 在 一 节 高 三 复习 课 上 , 老师 准备 用 一 题 多 解 
的 开放 视角 引导 学 生 探索 如 下 的 问题 : 

me ee 一 1 < 5 < 1, 求证 : 
i 

在 教师 的 点 评 帮 助 下 , 学 生 给 出 了 四 种 不 
同 的 证 法 : 作 差 比较 法 、 综合 法 、 分 析 法 、 三 角 
换 元 法 . 教师 对 此 感到 满意 , 也 潜意识 认为 没 
有 其 它 证 法 了 . 当 有 的 学 生还 想 说 出 他 们 的 想 


和 TAT 


> 24 的 直线 恰 有 四 条 , 过 左 焦点 纺 长 |4B| = 
>20 的 直线 恰 有 三 条 , 过 左 焦点 弦 长 |4B|， 


2 

24 < |4B| < -的 直线 恰 有 两 条 , 过 左 焦点 
缠 长 |4B| < 24 的 直线 不 存在 

从 这 个 角度 来 说 , 本 小 题 所 隐 合 的 数 形 结 
合 的 思想 和 方法 是 十 分 浓厚 的 , 从 特例 出 发 的 
推广 空间 非常 宽 冰 ,可 以 让 学 生 通 过 一 定 的 联 
起 利用 类 比 推 理 的 思维 方式 ,得 到 形式 多 样 
的 不 同 命题 , 因此 ,这 是 一 道 值得 思考 和 探索 
的 好 是 

只 要 我 们 处 处 留心 关注 学 生 的 思考 , 认 
真 分 析 学 生 的 错误 原因 , 我 们 就 可 以 从 平常 
视 的 问题 中 找到 一 和 又 一 道 的 好 题 ,使 数 学 的 
学 习 不 仅仅 只 是 知识 的 学 习 , 更 成 为 使 有 兴 
的 知识 探索 性 学 习 ,也 只 有 这 样 的 学 习 , 数学 
的 学 习 才 有 巨大 的 潜力 和 生命 力 . 从 这 层 意 义 
上 来 说 , 真正 的 好 题 来 自我 们 自己 的 发 现 
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法 时 , 被 老师 友善 地 制止 了 ,认为 没有 探索 的 
必要 . 
课 后 , 这 两 个 学 生 带 着 得 意 和 委 届 给 老师 
展示 了 他 们 的 新 探究 
探究 1: TI 二 4 Fa 二 a?4 











ee 2 4 6 
TI 一 丈 十 六 十 六 十 六 十 
i 
1a 1-& 
2 二 (a? 二 +b) 二 (a+b4) 
十 (a5 十 的) 十 
2 十 2ap 十 2a202 十 2a3B3 十 
2(1 十 ob 十 a202 十 a3 妇 十 …) 
2 


| VY 


用 无 穷 等 比 数列 的 和 的 公式 来 证 明 不 等 式 
本 身 就 是 一 种 创新 , 应 该 说 思维 非常 巧妙 
探究 2: 不 等 式 条 件 可 加 强 为 0< a、 5 < 


设 宫 一 (1, a), 2 = (1, 一 0)， 区 
人 


设 召 Xl1 与 7 轴 夹 角 为 01， mi 与 x 轴 夹 角 为 
92, 则 有 0 < 01、 人 


4 
“ZI 72 = | cos 201, 
一 > 一 人 一 人 
珊 . 现 = | 页 cos202， 


二 人 


Ti Y2 = |z1 | 到 | cos 十 02)， 


1 


| 如 | cos201 | 到 | cos 20。 


a | 车 | cos 201 十 | 殉 | cos 20。 


| 莒 上 | 到 | cos 201 cos 202 
I i 
1 一 ab |zi||ilcos(0 十 02) 
只 要 证 明 
[DY|* cos 201 十 rd cos 202 


| 车 | | 议 |? cos 201 cos 20。 





之 二， 
| 对 | 到 | cos(01 + 02) 
即 证 明 | 于 | cos 201 十 | 现 Peos 202 > 
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2| 丈 || 殉 | cos 201 cos 20 
Se 十 02) 
| 于 | cos201 十 | 殉 | cos 26。 > 
2| 歼 || 丙 | Vcos 201 cos 20>， 
“ 只 要 证 明 
2|77|| 充 | V cos 201 cos 20» 
、2 [TI| | 到 | cos 201 cos 20» 

区 cos(01 十 02) 

即 证 明 cos(01 十 02) > Vcos 201 cos 20。， 

即 证 明 cos?(01 二 902) > cos 201 cos 202， 

即 证 明 

1 十 cos(201 十 202) 

即 证 明 

1 + cos201 cos20, — sin 201 sin 20» 

过 2cos 201 cos 202， 

即 证 明 1 > cos(201 一 202), 得 证 . 

用 向 量 来 证 明 不 等 式 , 也 是 方法 上 的 创新 . 
这 两 种 证 法 都 体现 了 学 生 的 大 胆 想 象 力 、 探究 
精神 和 解 题 机 智 . 试想 , 如 果 学 生 听 了 老师 的 话 
不 再 继续 探究 , 能 有 这 样 的 结果 吗 ? 一 个 懂得 
如 何 学 习 的 学 生 , 在 课 和 营 上 的 想象 力 是 非常 丰 
富 的 , 一 个 好 的 老师 也 应 该 懂得 怎样 扶持 和 保 
护 学 生 的 想象 力 有 时 候 , 学 生 的 想象 力 可 能 
是 "天马行空 ， 甚 至 是 荒诞 的 , 这 时 候 老师 还 
要 注意 引导 : 解 题 是 否 浪费 了 重要 的 信息 ? 能 
否 开辟 新 的 解 题 通道 ? 解 题 多 走 了 哪些 思维 回 
路 ? 思维 、 运 算 能 否 变 得 简洁 ? 是 否 拘 泥 于 
思维 定 势 照搬 了 部 悉 的 解法 ? 能 否 有 方法 的 创 
新 ? 能 否 对 问题 草 含 的 知识 进行 纵向 深入 地 探 
究 , 梳理 知识 的 系统 性 ? 能 否 加 强 知识 的 横向 
联系 , 把 问题 所 蕴含 孤立 的 知识 “点 ”扩展 到 
系统 的 知识 “ 面 *? 为 什么 有 这 样 的 问题 它 和 
哪些 问题 有 联系 ?能 否 受 这 个 问题 的 启发 , 得 
到 一 些 重要 的 结果 , 有 规律 性 的 发 现 ? 能 否 形 
成 独到 的 新 见解 , 有 自己 的 小 发 明 ? 等 等 . 通 
过 不 断 地 想象 , 让 学 生 的 思维 能 够 持续 飞翔 . 

如 在 一 节 多 面体 复习 课 上 , 老师 给 出 了 这 
样 的 问题 : (1992 年 高 考 , 理 (9)) 在 四 棱锥 的 四 


> 2 cos 201 cos 20>， 


个 侧面 中 , 直角 三 角形 最 多 可 有 ………… Ee 
(A)1 个 ，(B)2 个 ，(C)3 个 ，(D)4 绰 
答 : 选 (D). 
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此 题解 答 之 后 , 一 个 学 生 马 上 提问 :老师 ， 
五 棱锥 和 六 棱锥 的 侧面 最 多 有 几 个 直角 三 角 
形 ? 这 类 问题 有 规律 吗 ?”. 应 该 说 学 生 的 这 种 
想象 是 非常 及 时 、 合理 的 . 

这 个 问题 笔者 课 前 并 没有 研究 过 , 面 对 突 
如 其 来 的 发 问 有 点 “ 展 ”, 是 用 “不 需要 研究 ”等 
话 给 搞 塞 过 去 , 还 是 和 学 生 一 起 探究 ”如 果 选 
择 了 前 者 , 那么 , 下 次 他 还 敢 大 胆 想象 、 大 胆 
提问 吗 ? 联想 到 这 可 能 是 多 面体 的 “ 直 度 ” 问 
题 , 尽管 老师 心里 没 底 , 但 还 是 和 学 生 一 起 进 
行 了 探究 , 以 保护 学 生 的 想象 力 . 

首先 , 给 出 多 面体 “ 直 度 ”的 定义 :多 面体 的 
所 有 面 中 , 直角 三 角形 面 的 个 数 与 总 面 数 之 比 
称 为 多 面体 的 直 度 . 

探究 1: 上 是 四 面体 的 直 度 的 最 大 值 等 于 1. 

证 明 : 构 造 如 图 1 的 凸 四 面体 4 一 BCD, 使 
CD 1 BC, AB 1 面 BCD. 


i 


图 1 

“AB | 面 BCD， 

“. AB 1 CD. 

又 CD BOC, 

“CD1 面 4BC, CD 上 4C. 

即 此 凸 四 面体 的 四 个 面 均 为 直角 三 角形 
直 度 为 1. 

探究 2: 凸 五 面体 的 直 度 的 最 大 值 等 于 

引 理 : 若 一 个 凸 面 体 的 每 个 面 都 是 三 角 
形 , 则 面 数 /是 个 数 

证 明 : 设 m 面 体 的 每 个 面 都 是 三 角形 , 由 欧 
拉 公 式 得 了 十 已 一 已 =2, 上 且 3 有 = 2 忆 ， 

有 

“五 必 为 偶数 , 即 面 数 为 偶数 

由 引 理 和 原 问题 可 知 此 结论 为 真 

探究 3: 当 n 是 奇数 时 , 由 nn 面体 的 直 度 的 
最 大 值 等 于 一 

分 析 : 当 n 是 奇数 时 , 由 引 理 1, 凸 m 面体 














的 n 个 面 不 可 能 都 是 三 角形 , 直 度 不 等 于 1. 下 
面 , 只 要 找到 一 个 直 度 等 于 一 一 的 凸 多 面体 
就 可 以 了 





如 图 2, 在 平面 人 M 内 取 一 点 0, 过 O 作 射线 
OA1、0OAhn_2, 使 和 A4104,_2= 二 a(0<a< 
90°, n 之 4). 作 射 线 O0 42, OA3,…, OAn_3， 
将 ZA10An-_2 分 成 nn 一 3 等 份 . 在 OA1 上 取 一 
点 Bi, 设 0B1 = a, 过 Bi 作 B1B 垂直 O44， 
于 B2,…, 过 Bn_3 作 Bn_3Bn-_2 生 直 OAn_， 
于 Bn_2, 易 知 

OP = acos 





a 

i 

OB,,_» = acos("-3) = 

Zs 2 DDL 

sp BB = 1 
所 以 多 边 形 OBi1B2… DBPn -2 为 凸 见 一 1 边 





形 . 

作 PO 上 平面 M, 连结 PBI，PP。 …， 
HB 

“人 POB1、 售 POB,_2 为 直角 三 角形 . 

又 … Bi1B, 1 OB,, 

“, B1B» | PB;,, 

“ 个 PB1B2 为 直角 三 角形 . 

同 理 可 证 : PBBs、……、 人 PB,_3B,_2 
均 为 直角 三 角形 

所 以 , 凸 ?面体 已 一 BiBa.… Bn_2 有 n 一 
1 个 面 是 直角 三 角形 , 即 此 三面 体 的 直 度 的 
最 大 值 为 一 

探究 4: n 是 侦 数 时 , 凸 m 面体 的 直 度 的 最 
大 值 等 于 1 

探究 中 未 能 构造 出 满足 条 件 的 凸 必 面体 

总 之 , 课堂 上 老师 要 极力 保护 和 扶持 学 生 
的 想象 力 , 使 学 生 由 忠实 的 听众 转变 为 问题 的 
发 现 者 . 
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关联 数列 的 数 表 问题 


152000 黑龙 江 省 绥化 市 第 一 中 学 王 太 东 张 亚 萍 绥化 市 第 六 中 学 赵 兴 风 





近年 来 " 数 表 问题 "如 一 颗 璀璨 的 “明珠 ”， 
频频 出 现在 国内 外 的 数学 联赛 、 中 、 高 考试 卷 
上 , 它 与 数列 知识 联手 , 奏 出 一 曲 曲 优美 的 “ 乐 
章 ”. 所 谓 “ 数 表 ” 就 是 满足 一 定 条 件 的 数 , 按 一 
定 规 律 排 成 的 一 个 表 , 这 类 问题 题 型 灵活 , 学 
生 有 兴趣 , 低 、 中 、 高 档 题 均 可 出 现 , 故 成 为 命 
题 专家 们 的 ”新宠 下 面 就 关联 数列 的 数 表 问 
题 进 行 分 类 探究 . 

一 、 求 数 表 所 暗示 的 规律 ( 即 通 项 公式 ) 

例 1 德国 数学 家 莱 布 尼 兹 发 现 了 下 面 的 
单位 分 数 三 角形 (单位 分 数 是 分 子 为 1, 分 母 为 
正 整 数 的 分 数 ), 称 为 莱 布 尼 兹 三 角形 : 


1 
1 
1 2 1 
1 1 1 1 
14 1 2 1 41 


根据 前 5 行 的 规律 第 6 行 的 数 依次 是 _ 
解 : 的 数字 和 ， 故 
第 6 行 的 数 依次 为 6G、 而 ` 60、 30*6 


"60 "60 30° 6- 
例 2 (1979 年 吉林 省 训 赛 题 改编 ) 下 面 的 
数 表 


全 | 
3+5=8 
7 十 9 二 11==27 
13 十 15 十 17 十 19== 64 
21 十 23 十 25 十 27 十 29 王 125 
所 暗示 的 一 般 规 律 是 
解 : 设 第 n 行 左边 第 一 个 数 为 an, 则 a1 = 
1, a2 = 3, an+l = Qn 十 2n. 


著 加 得 Qn = m2 一 nn 十 1, 而 第 n 行 等 式 左 

















边 是 nn 个 奇数 的 和 , 故 第 n 行 所 暗示 的 一 般 规 
律 是 : 

(n22 一 到 十 1 十 (n22 一 你 十 3) 十 

+[n2—n+(2n m1)=n3 

二 、 探求 表 中 指定 的 某 些 项 

例 3 能 够 在 如 下 表 所 示 的 5x5 正 方形 的 
25 个 空 A 使 得 每 一 行 、 每 一 列 
都 成 等 差 数 列 , 问 填 进 标 有 * 号 的 空格 的 数 必 
须 是 多 少 ? 


~、 





解 : 记 aij 为 从 上 至 下 第 i 行 、 从 左 至 右 第 
j 列 的 格 所 填 的 数 , 则 有 a52 = zx, a41 二 y. 由 
第 3 行 得 

aa = 汪汪 一 ,由 第 3 列 得 

a33 = 2 x 103 — 27, .. 27 + Y= 113. 

由 第 2 行 得 a23 = 2 x 74 一 3y, 由 第 3 列 得 
a23 = 2a33 — 103 = 3 x 103 — 4z2, 

.148 一 3y 二 3x103 一 4z, 解 得 x = 50， 
y= 13, 

所 以 , a15 二 2 x 186 一 ass = 2x186— 
47x = 172, a13 = 2a33 一 a53 = 112, a14 = 
3 一 015 142, 故 标 有 * 号 的 空格 应 填 142. 

例 4 全 体 正 奇数 排 成 下 表 

3 5 
7 911 


13 15 17 19 
21 23 25 27 29 


其 构成 规律 是 第 1 行 恰 有 n 个 连续 奇数 
从 第 二 行 起 , 每 一 行 第 一 个 数 与 上 一 行 最 后 
个 数 是 相 令 奇数, 问 2005 是 第 几 行 的 第 几 个 
数 ? 
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解 : n 行 共有 1 二 2 十 3 十 …: 十 n = 


个 奇数 , 因此 , 第 nn 行 的 最 后 一 个 数 是 
十 1) 


n(nt1) 





—1=n?+n—1. 

从 而 第 " 行 的 和 个 数 是 (n? 十 n 一 1) 
2(n—1)=n2—n+t+l. 

令 n2 一 nn 十 1 < 2005<n2+n—1. 

解 得 见 = 45, n?2 一 nn 十 1 二 1981. 

设 2005 是 第 生 行 第 mn 个 数 ， 

则 2005 = 1981 十 (m 一 1) x2,m=13. 

故 2005 是 表 中 第 45 行 第 13 个 数 . 

三 、 探 求 数 表 中 所 有 项 的 和 

例 5 在 杨辉 三 角形 中 从 上 往 下 共有 n(n 
EN"*) 行 中 非 1 的 数字 之 和 是 _ 





1 33 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 


解 : 第 1 行 数字 和 为 1 第 2 行 数 字 和 为 2 
第 3 行 数 字 和 为 4 A 第 风行 数字 和 为 2 3 
故 所 有 数字 和 Sn 二 1 十 2 十 22 十 :十 27 


数 表 里 共有 2n 一 1 个 1, 故 非 1 的 数字 和 为 
27—1-(2n-1)=27— 2n. 

四 、 探求 数 表 中 指定 项 的 和 

例 6 (1990 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) "2 
(n 之 沪 个 正 数 排 成 4 行列 : 

Cl1 QI2 Q13 QQ14 ‘°°* Qn 

Q2 Q22 (423 (424 °° U2n 

U3 Ud32 433 434 ‘** U3n 

a4 Q42 QQ43 (444 *** QW4dn 

Qn2 Qn3 Qn4 *** Qann 





Qn, 
其 中 第 1 行 的 数 成 等 差 数 列 , 每 一 列 的 数 成 等 
比 数列 ， 并 且 所 有 公 比 相等 , 已 知 a24 三 1，a42 
王 8， CQ43 一 16， 
求 all 十 a22 十 433 十 .十 ann: 
解 : 设 第 1 行 的 公差 为 4， 各 列 公 比 为 q. 
aik 是 第 1 行 的 第 k 个 数 , 则 alxk = all 十 (一 
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1)d. 
a24 = Q144 = (Q11 + 3d)g = 1 
Q42 = 01243 = (all 十 qd)d3 二 8 
3 
a43 = al1343 = (a11 + 24) 16 
1 
all1=4d= 4g > ( 舍 去 负 解 ). 
k 
axk = [a11 + (k— 1)dja*-! 8 
1 2 3 Nn 
0 se 
ee 加 1 2 3 Nn 
2 92 0 
以 上 两 式 相 减 得 
9 一 2 一 


n—1l1 
点 拨 : 区 和 akk， 又 每 一 列 成 
等 比 数列 且 公 比 相等 , 只 需 研 究 aik 和 gq, 又 第 
1 行 成 等 差 数 列 , 需要 求 得 all 和 第 1 行 的 公差 
d, 因而 本 题 要 利用 已 知 信息 建立 a11、4d 和 9 之 
间 的 联系 . 解 题 之 前 要 通过 分 析 找 出 需要 建立 
几 个 方程 , 做 到 心中 有 数 , 也 就 是 要 作 好 解 题 
前 的 准备 工作 , 这 是 正确 解 题 的 前 提 . 
五 、 构 造 数 表 探 求 通 项 
例 7 设 S6) =1+2 二 3 十 .十 刀 
三 = 12 十 22 十 32 十 .… .十 mi2， 已 知 S4) 一 i 
二， 构造 数 表 探求 39 的 一 般 公式 


ra 容易 算出 S0) = 1, 50) = 3, S50) = 


6, S11) = 10, 50) = 15, 

S21 SO) - 5, 6 14, S$(2 = 30 
So) 二 55 

将 5 外 和 S49 的 对 应 项 相 除 , 可 列 出 下 表 


| 7 [1121314|5|16|”7 [| 
a 
3 amr 1 





11 13 
a 


SG2) 

5 的 项 有 的 是 分 数 , 有 的 是 整数 ,但 4 个 
分 数 的 分 母 都 是 3, 因此 , 将 表 中 最 后 一 行 中 的 
比值 训 为 分 母 才 为 3 全 分 于 得 

,明显 可 以 
看 出 分 于 构 培 等 基数 列 分 法 的 首 项 为 3 
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| 
公益 为 2 因此 清 想 0 一 一 一 ,而 已 知 
GD) 一 n(n+t1) 
.90) _ n(n+t+1)(2n+t1) 


证 明 ; 用 着 加 法 , 利用 恒等式 (z + DD? - 
73 二 322 十 37 十 1, 令 z = 1, 2,.…,n, 全 加 得 
(nn 二 +13 一 3 二 3( 了 2 十 2 十 … 十 n2) 十 3(1 十 
2 十 … 十 n) 二 多， 

再 利用 1+2+… 二 n= 3n(n+), 即 可 


1)(2n+1 
es 


点 拨 : 本 题 是 借助 类 比 法 解 题 的 典型 例子 ， 
关于 寻找 数列 各 项 “ 形 ” 上 的 特点 , 发 现 规律 进 
而 求 出 和 的 通 项 . 

六 、 构造 数 表 求 和 

例 8 求 和 和 5, 二 nx1l++(n 一 1)x3 十 
(nm—2)x5+.…+1x (2n—1). 

解 : Sn 中 各 项 可 依次 看 作 1 个 n, 3 个 nn 一 
1,…, 2n 一 1 个 1, 以 下 为 当 n = 5 时 所 构造 
的 数 表 . 





1 1 1 1 
2 2 


[Se 
心 已 博 
OO- 
心 已 博 
OOO- 


荆 


此 表 可 重新 排列 妇 


下 : 将 每 个 `V" 形 槽 线 
上 的 数字 “ 放 平 "可 得 下 表 


OO-~ 
全 OO- 
全 DO 
OOO- 


1 1 
1 2 2 1 


OOD 


易 知 新 数 表 中 各 行 之 和 为 平方 数 . 
一 般 地 , 由 Sn 构造 的 数 表 通 过 上 述 方法 变 
换 得 到 的 新 数 表 的 各 行 之 和 都 是 平方 数 . 

1 十 2 十 3 十 … 十 (人 一 1) 十 兄 

十 一世 十 :十 2 十 1 
_ n(n+1) 
本 0 
n= 二 1 十 2 十 … 十 m2 
_ n(nm+1)(2n+1) 

6 





n(n—1) 2 
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七 、 关联 数 表 、 数 列 的 综合 题 
例 9 (2004 年 北京 春季 高 考题 ) 下 表 给 出 
一 个 “等 差 数 阵 ” 
i 
70O0F0OF0OFf 2 
FOEEOUEOI ETE er 
OFfOFfOFOFOF aa 
| | | 
on on Ton [as | lor [| 
| 
其 中 每 行 、 每 列 都 是 等 差 数列 , qij 表示 位 
于 第 i 行 第 7 列 的 数 . 
(D 写 出 aas 的 值 ; 
(I) 写 出 aij 的 计算 公式 ; 
(TL) ( 文 ) 写 出 2008 这 个 数 在 等 差 数 阵 中 所 
在 的 一 个 位 置 ; 
( 理 ) 证明: 正 整数 六 在 该 等 差 数 列 中 的 充 
要 条 件 是 2N 十 1 可 以 分 解 成 两 个 不 是 1 的 正 
整数 之 积 . 
解 : (1) Q45 一 49. 
(也 该 等 差 数 阵 的 第 1 行 是 首 项 为 4, 公差 
为 3 的 等 差 数 列 , a1; = 4 十 3(7 一 1). 
第 2 行 是 首 项 为 7, 公差 为 5 的 等 差 数 列 ， 
0Q27 = 7 十 5(7 1), 





第 i 行 是 首 项 为 4 十 3(i 一 1), 公差 为 2i 十 
1 的 等 差 数列 , 因此 
aij 二 4 十 3(i 一 1) 十 (2i 十 1)(7 一 1) 
二 2j 十 i 十 7 = 二 i(27 十 1) 十 元 
( 卫 ) ( 文 ) 要 找 2008 在 该 等 差 数 阵 中 的 位 
置 , 也 就 是 要 找 正 整 数 i、j 使 得 ee 
2 > : ; 一 
2ij 十 i 十 7 二 2008, 所 以 j= i 
当 i 三 工时, 得 7 = 669. 
所 以 , 2008 在 等 差 数 阵 中 的 一 个 位 置 是 第 
1 行 第 669 列 . 
( 理 ) 必要 性 : 若 V 在 该 等 差 数 阵 中 , 则 存在 
正 整 数 i、j, 使 得 N = i(2j 十 1) 十 儿 
从 而 2N 十 1 = 2i(27 十 1) 十 27 十 1 
= (2 十 1(27 + 1), 
即 正 整 数 2N 十 1 可 以 分 解 成 两 个 不 是 1 的 正 
整数 之 积 . 





2005 年 第 9 期 


数学 教学 9-25 


纳米 材料 制作 中 的 一 个 数学 课题 


100085 航天 科技 集团 科 委 701 所 何 泰 来 


在 用 纳米 搁 术 制作 某 种 蜂窝 状 的 新 型 材料 
时 , 要 使 其 中 充满 直径 为 1 纳米 的 圆 球 形 小 孔 ， 
这 些小 孔 一 层 一 层 呈 紧密 均匀 排列 . 该 材料 的 
制作 工艺 大 致 如 下 . 选择 极 易 腐蚀 的 纳米 小 球 ， 
在 容器 中 , 用 电子 控制 技术 将 其 由 底部 向 上 逐 
层 整齐 紧密 排列 , 然后 注入 材料 填 满 全 部 颖 际 ， 
待 材料 成 型 后 把 所 有 纳米 小 球 腐蚀 掉 , 形成 小 
孔 , 这 样 就 制 成 了 这 种 蜂窝 状 的 纳米 技术 材料 . 

问题 是 在 制作 前 需要 计算 在 单位 体积 内 所 
需 原 材料 的 比例 . 由 于 制作 后 材料 内 部 充满 的 
是 纳米 小 孔 ， 其 尺度 极 小 , 所 以 材料 边缘 的 特 
殊 性 可 以 忽略 不 计 . 

显然 由 于 所 有 小 球 是 紧密 排列 的 , 每 层 小 
球 的 球 心 都 在 同一 水 平面 内 , 这 样 问题 就 转化 
为 寻找 出 一 个 基本 的 计算 单元 , 然后 计算 这 个 
单元 的 体积 以 及 此 单元 中 所 含 小 球 部 分 合成 
的 体积 , 两 者 之 差 即 为 所 需 材料 之 体积 , 再 与 
单元 体积 相 比 , 即 可 得 单位 体积 所 需 原 材料 之 
比 . 

从 图 1 可 以 看 出 , 对 于 每 层 来 说 , 以 每 三 个 
相 邻 球 的 球 心 为 顶点 的 三 角形 均 为 正三 角形 ， 
如 入 4BC、A^4CD, 其 边 长 均 为 小 球 的 直径 ， 
而 其 上 层 球 的 球 心 则 落 在 下 层 一 个 正三 角形 
的 中 心 点 之 上 . 这 样 就 可 以 把 下 层 四 个 球 的 球 
心 所 组 成 的 菱形 4BC 与 上 层 四 个 球 的 球 心 
所 组 成 的 萎 形 BFGH 构成 一 个 斜 楼 柱 , 整个 














和 TAN 


充分 性 : 奋 2V 十 1 可 以 分 解 成 两 个 不 是 1 
的 正 整 数 之 积 , 即 存 在 正 整 数 k、1, 使 得 

2N +1= (2k+1)(21+1), 

从 而 N = KE(21 十 1) 十 1 = Qn 

可 见 w 在 该 等 差 数 阵 中 . 

综 上 所 述 , 正 整数 N 在 该 等 差 数 阵 中 的 充 


空间 都 可 由 这 些 斜 棱柱 所 充满 , 因此 这 种 斜 棱 
柱 就 是 要 寻找 的 基本 计算 单元 . 每 个 斜 棱柱 都 
包含 上 下 两 层 各 半 个 球 的 体积 , 也 就 是 一 个 完 
整 球 的 体积 , 所 以 材料 的 体积 就 是 斜 楼 柱 的 体 
积 与 球体 积 之 差 . 

设 球 的 半径 为 7, 则 著 形 4BCD 两 对 边 之 
距 为 V37, 菱形 4BCD 的 面积 为 2V37?. 





斜 楼 柱 中 两 平行 平面 4BCD、EFGH 之 
间距 离 为 图 2 中 正四 面体 ABCG 的 高 , 即 为 
2 V6. 

因此 , 余 楼 柱 的 体积 为 4V373 

半径 为 7 的 球 的 体积 为 Sr 

由 此 可 计算 出 每 个 基本 单元 所 需 材料 的 休 
积 是 上 述 两 个 体积 之 差 , 即 4V273 - mr3. 因 
此 单位 体积 所 需 材 料 的 比 为 


和 TT 


要 条 件 是 2N + 1 可 以 分 解 成 两 个 不 是 1 的 下 
整数 之 积 . 

总 之 , 关联 数列 的 数 表 问 题 是 近年 来 数学 
命题 的 一 个 新 的 亮点 , 通过 数列 相关 知识 的 考 
查 , 培养 学 生 优 良 的 数学 素养 , 促进 数学 思维 
空间 的 拓展 , 揭示 数学 的 本 质 及 其 内 在 的 美 . 
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只 , 即 一 个 完整 的 球 的 体积 . 
G 





4V273 
下 面 介 绍 另 一 种 排列 的 情况 , 如 图 3 所 示 . 
可 以 看 出 对 每 层 来 说 , 以 每 四 个 球 的 球 心 为 顶 
点 的 四 边 形 均 为 正方 形 如 ABCD, 其 边 长 则 为 
小 球 直径 , 而 其 上 一 层 球 的 球 心 落 在 正方 形 的 
中 心 点 之 上 . 





与 前 面 的 情况 相似 , 下 层 四 个 球 的 球 心 所 
组 成 的 正方 形 A4BCD 与 上 一 层 四 个 球 的 球 心 
所 组 成 的 正方 形 EFGH 构成 一 个 斜 楼 柱 , 整 
个 空间 都 可 由 这 些 斜 棱柱 所 充满 , 因此 也 是 基 
本 计算 单元 , 且 均 包含 上 下 两 层 各 半 个 球 的 体 


mrwrOrrOrOrOrOrOrrOrOrrOrOrrrr rr rr 


(上 接 第 9-49 页 ) 
例 9 (北海 道 . 函 馆 5 . 雪 一 几 高 中 ) 风 是 自 
然 数 , [n* | 表示 mn? 除 以 5 所 得 的 余数 . 





(1) 求 [1 名 十 [23] 十 [33] 十 ………- 十 [1982] 十 
[1993] 的 值 ; 
(2) 车 [29] 十 [23] 十 [383] 十 ……- + In’] > 


1999, 求 双 的 最 小 值 . 
本 题 一 方面 考查 对 于 符号 [In | 的 理解 , 另 
一 方面 考查 余数 的 规律 , 从 思维 能 力 方面 也 有 








设 球 半径 为 7, 则 正方 形 A4BCD 的 面积 为 
4r?. 斜 楼 柱 中 两 平行 平面 ABCD 与 BFGH 
之 间 的 距离 即 为 图 4 中 正四 楼 锥 G 一 ABCD 
的 高 , 即 为 V27. 因此 和 斜 棱柱 的 体积 为 4V2r3. 

与 前 面 情形 所 求 得 的 单位 体积 所 需 材 料 之 
比 完全 相同 , 也 是 1 一 rn ~ 0.2595. 

两 种 排列 情况 的 差别 是 前 者 每 层 球 数 较 多 
但 层 间 距离 较 大 , 而 后 者 每 层 球 数 较 少 但 层 间 
距离 较 小 . 两 种 排列 情况 所 需 材料 量 完 全 相同 . 
从 宏观 角度 来 看 , 虽然 最 终 取 得 了 同样 的 结果 ， 
但 所 制 成 的 新 型 材料 , 其 物理 和 力学 特性 则 完 
全 不 同 . 

说 明 : 上 层 的 球 心 为 什么 必然 落 在 下 层 球 
心 组 成 的 图 形 的 中 心 点 上 ? 这 是 因为 物理 学 
中 势能 最 小 原理 的 作用 . 在 具体 制作 上 , 当下 
层 球 排列 紧密 之 后 , 球 心 位 于 同一 平面 内 , 上 
层 球 经 微小 振动 , 因 自 身 的 重量 必 能 降低 势能 
至 极 小 值 . 从 数学 上 来 分 析 , 因 紧 密 排列 的 原 
因 , 上 层 球 心 与 其 下 层 相 邻 的 几 个 球 心 距 应 该 
都 是 最 小 值 , 只 有 位 于 下 层 球 心 组 成 的 图 形 的 
中 心 点 之 上 才能 满足 条 件 , 否则 就 不 是 紧密 排 
列 了 . 














和 TT NN 


一 定 的 要 求 . 限于 篇 幅 , 仅 给 出 答案 . 

(1) 400. (2) 999. 

不 难看 出 , 日 本 中 考试 题 , 相对 而 言 大 体 上 
要 容易 的 多 , 但 在 某 些 试 题 的 构思 立意 方面 , 确 
有 新 意 . 

以 上 各 例 , 没有 指明 试题 年 份 的 , 选 自 文 
英 堂 出 版 的 《最 高 水 准 问题 集 一 中 3 数学 》 一 
书 , 昌都 注 有 “ 难 ” 字 的 题 , 其 他 例题 , 选 自 各 校 
近 几 年 试题 汇编 中 每 一 试 的 最 后 几 题 . 
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空间 点 的 射影 定位 的 探讨 


315200 浙江 省 宁波 镇 海 教师 进 


在 求 空间 角 、 空 间距 离 时 , 常 需要 考虑 图 
形 定位 问题 , 其 关键 往往 是 确定 点 在 线 或 面 上 
的 射影 位 置 , 这 也 是 解 立 体 几 何 题 的 一 个 难点 . 
本 文 就 立体 几何 解 题 中 点 的 射影 定位 问题 作 些 
探讨 

一 、 观 察 图 形 直接 定位 

有 些 立 体 几 何 问题 , 只 要 通过 观察 其 直观 
图 , 利用 常见 的 几何 特性 即 可 顺利 确定 , 这 类 
题 可 以 采用 直接 定位 . 

例 1 (2004 年 高 考 福建 卷 ( 理 ) 第 19 题 ) 在 
三 棱锥 9 一 ABC 中 ,人 4BC 是 边 长 为 4 的 正 
三 角形 , 平面 94C | 平面 4BC, SA = SC = 
2V3,，M、N 分 别 为 4B、5 刀 的 中 点 . 

(GD 略 ; 

(了 DI) 求 二 面 角 和 NN 一 CM 一 B 的 大 小 ; 

(五) 求 点 BB 到 平面 CMN 的 距离 . 

分 析 : (I) 略 ，( 了 功 欲求 二 面 角 NN 一 CM 一 
B 的 大 小 , 可 先 作 其 平面 角 , 则 要 确定 点 在 
面 4BC 上 的 射影 位 置 . 

观察 图 1, 由 几何 特性 54 = 5C, BA = 
BC 想到 取 AC 的 中 点 D, 连 BD, 易 证 明 4C 
1 面 DSB, 故 面 SDB 1 面 4CB, 则 点 N 在 
面 4BC 上 的 射影 必 在 BD 上 . 过 N 作 NE 1 
BD 于 ,NE 上 平面 4BC, 过 B 作 EF 上 
CM 于 了 了, 连结 NF, 利用 三 垂 线 定理 得 NF 1 
CM. 故 ZNFE 为 二 面 角 N -CM 一 B 的 平 
面 角 . 

… 平面 $4C 上 平面 4BC, SD 1 AC, 

.SD 上 平面 4BC. 

又 "NE | 平面 4BOC,， 
NE 是 和 人 SDB 的 中 位 线 . 

在 Rt 和 ANEF 中 ， 

NE = 55D = VS AD? = V3, 











“, NE/SD, 则 


修学 校 李 雪 明 浙江 省 宁波 镇 海中 兴 中 学 陈 研 


EN 
EF = 7MB = = =, tan ZCNFE=— 一 2V2， 


.二 面 角 和 入 一 Br B 的 大 小 是 arctan 2V2. 





图 1 
(IL) 利用 体积 变换 ， 


易 求 得 B 到 平面 
CMN 的 距离 h 二 DacMB NE _ 2 
SACMN 3 

点 评 : 当 两 个 平面 互相 垂直 时 ， 其 中 一 个 
平面 上 的 点 或 线 在 另 一 个 平面 上 的 射影 显然 
和 

二 、 利 用 命题 快速 定位 

解 立 体 几何 题 特别 是 解 选择 题 与 填空 题 
时 , 往往 可 直接 利用 一 些 常用 的 命题 (定理 、 性 
质 等 ) 进行 定位 . 

例 2 如 图 2, 在 人 4A4BC 中 , ZBAC= 90。， 
AB = AC = 2a. P 是 八 A4BC 所 在 平面 a 外 
一 点 ,日 PA 二 a, LZPAB = LPAC = 60°, 则 

(1) PA 和 平面 a 所 成 的 角 为 ; 

(2) 点 PP 到 BC 的 距离 为 


‘ABR 
C 
图 2 


分 析 : 关键 要 确定 点 书 在 面 4BC 内 的 射 
影 O 的 位 置 与 点 书 在 了 BC 上 短 足 五 的 位 置 . 由 
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命题 : 若 LPAB = LPAC, 则 点 P 在 面 4BC 
内 的 射影 O 必 在 和 BAC 的 平分 线 上 . 连结 4O 
并 延长 交 BC 于 E, 连 PE.， 因为 4C = 4B， 
则 AE LL BC, 所 以 PE 1 BC. 

故 PA 和 平面 a 所 成 的 角 即 为 <PAO, 由 
cos <PAOcos LBAC = cos LPAC, 可 求 得 
LZPAO = 45°; 由 Rt 人 POEB 求 得 PE = 0a. 

点 评 : 我 们 还 可 以 利用 如 下 命题 进行 定位 . 

1. 若 一 个 角 所 在 平面 外 的 点 到 这 个 角 两 边 
距离 相等 , 则 此 点 在 这 个 平面 上 的 射影 在 这 个 
角 (或 补 角 ) 的 平分 线 上 . 

2. 设 点 了 是 人 4A4BC 所 在 平面 外 一 点 , 书 在 
平面 4BC 上 的 射影 为 O， 

(1) 若 PA = PB = PCO, 则 0 为 A4BC 
的 外 心 ; 

(2) 若 PA、PB、PC 与 平面 4BC 所 成 角 
相等 , 则 〇 为 A4BC 的 外 心 ; 

(3) 若 到 人 4BC 三 边 距 离 相 等 , 则 O 为 
A4PBC 的 内 心 或 旁 心 ; 

(4 车 面 PAB、 面 PAC、 面 PBC 与 面 
ABC 所 成 角 相 等 , 则 O 为 人 ABC 的 内 心 或 旁 
心 ; 

(5) 若 P4、PB、PC 两 两 垂直 ， 则 O 为 
A4BC 的 垂 心 ; 

(6) 若 PA 1 BO, PB 1 AC, PC 1 AB, 
则 为 A4BC 的 垂 心 . 

三 、 通 过 计算 准确 定位 

有 些 立体 几何 问题 , 射影 位 置 很 难 从 定性 
上 去 确定 , 则 可 通过 计算 准确 定位 . 

例 3 正三 棱锥 5 - 4BC 中 , 侧 棱 长 为 2， 
正三 角形 4BC 的 边 长 为 3, 点 骨 是 BC 的 中 
点 . (1) 求 证 BC 上 面 94Mi; (2) 求 异 面 直线 
BO 与 45 的 距离 . 

分 析 : 如 图 3, (1) 由 于 4B = AC, $B = 
SO, 及 点 MM 是 BC 中 点 , 则 SM 上 BC, AM 
上 BO,.. BOCJ4 面 SAM. 

(2) 求 异 面 直线 BC 与 45 的 距离 , 应 考虑 
作 其 公 垂 线 . 由 (1) 的 启示 , 面 $4M 内 的 任意 
一 条 线 均 与 BC 垂直 ， 因 此 在 面 54M 内 , 过 
M 作 MN 1 SA 于 点 NN, 显然 MN 上 BC， 
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“MN 即 为 所 求 的 公 垂 线段 . 欲求 MN 的 长 
先 确定 点 N 在 线段 45 上 还 是 在 其 延长 线 上 ， 


为 此 , 可 以 通过 计算 求 出 cos Z4SM = a 


< 0, 说 明 点 改 在 线段 45 延 长 线 上 . 


在 RtASMN 中 , sin ZNSM = 和 Va 


则 MN = 7V3. 


图 3 

例 4 在 斜 三 棱柱 4BC - 41B1C1 中 ， 
LBAC = 90°, BC1 上 AC, AB = AC = 
2, BOC1 = 2V6, 侧 棱 与 底面 成 60? 角 , 求 三 楼 
柱 4BC 一 A1B10O1 的 体积 . 

分 析 : 本 题 实 质 是 求 三 楼 柱 的 高 . 关键 是 
确定 点 Ci 在 面 4BC 上 的 射影 瑟 的 位 置 . 连 
AC1， 观 察 图 4 知 4C 上 面 4BCI， 因 此 面 
ABO1 上 面 4BC, .点 C1 在 面 4BC 上 的 射 
影 五 必 在 这 两 平面 的 公共 直线 A4B 上 ， 求 高 
Ci1 互 还 应 进一步 确定 五 在 线段 4 已 上 , 还 是 在 
线段 B4 的 延长 线 或 反 向 延长 线 上 . 

由 CQ1 五 上面 4BC 知 ,， CC1C 万 是 侧 楼 与 
底面 所 成 的 角 , 即 ZC1CH = 60°. 设 C1H = 
7X, 得 CH = Ts, AH=,) 3 一 4. 


(1) 若 五 在 线段 B84 的 延长 线 上 (如 图 4)， 
在 RtACI BE 万 中 , BH? 十 C1H? = BC?, 即 
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(2) 若 五 在 线段 BE4 上 (如 图 5 仿 (1)， 由 


BH? + C1H? = BOC?, 即 ( 入 V 3 -1 


+z2 = (2V6)2, 解 得 z = 2V6, 此 时 也 与 BB 重 
合 ， 可 得 VV se 4V6; 
(3) 若 瑟 在 线段 BA4 的 反 向 延长 线 上 (如 图 


6), 类 似 可 得 方程 (y 3 一 4 一 2] 十 Z2 二 


(2V6)>,， 解 得 , x = 2V6, 这 与 Rt 和 AC18B 中 


C1 < Ci 了 矛盾 , 故 甩 不 可 能 在 线段 BA 反 
向 延长 线 上 (图 6 实际 不 存在 ). 
A 


1 





图 6 

由 上 述 可 知 V = 2V15 或 4V6. 

点 评 : 由 上 例 说 明 通 过 计算 , 结合 分 类 讨 
论 , 准确 地 定 出 了 点 C1 在 面 4BC 上 的 射影 位 
置 , 有 利于 全 面 认识 问题 的 本 质 . 

四 、 翻 折 问 题 返 原 定位 

对 于 翻 折 问题 , 当 在 空间 直观 图 中 很 难 定 
射影 位 置 时 , 要 充分 利用 翻 折 前 的 平面 图 的 几 
何 特性 , 并 不 断 进行 比较 . 

例 5 如 图 7, 在 平行 四 边 形 A4BCD 中 , 对 
角 线 4AC 与 BD 相交 于 也 点 , 4 有 =a, 4D = 
2a, LBAD = 60°, 将 平面 沿 对 角 线 BD 折 成 
直 二 面 角 . 求 二 面 角 和 4 一 BC 一 B 的 余弦 值 . 

分 析 : 考虑 作 二 面 角 4 一 EC 一 B 的 平面 
角 . 如 图 8, 在 人 4BD 中 , 易 证 明 4B 1 BD， 
而 4 一 BD-C 是 直 二 面 角 , 则 4B 1 面 BCD. 
以 下 只 要 确定 点 44 或 点 BB 在 线 CB 上 的 射影 . 

观察 图 7, 过 BB 作 CE 的 垂 线 , 垂 足 在 线段 
CE 的 延长 线 上 ， 由 此 得 到 启示 : 如 图 8, 过 B 
作 BF 1 CE 于 Ff(F 在 CE 的 延长 线 上 ), 连 结 
AF, 由 三 垂 线 定理 知 4F 1 CE, 故 LAFB 为 
二 面 角 4 一 EC 一 B 的 平面 角 . 

最 后 比较 原平 面 图 与 空间 直观 图 , 可 求 得 
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LAFB = 一 一 . 
COS 10 


A D 





图 7 

五 、 运 用 转化 合理 定位 

例 6 (2004 年 高 考 重庆 卷 ( 理 ) 第 19 题 ) 如 
图 9, 四 棱锥 己 - 4BCDD 的 底面 是 正方 形 , PA 
上 底面 4BCD, AB 1 PD, EFJ/CD, AM = 
EF. 

(1) 证 明 MF 是 异 面 直线 4B 与 PC 的 公 
垂 线 ; 

(2) 若 P4 = 34B, 求 直线 AC 与 平面 
忆 AM 所 成 角 的 正弦 值 . 


P 








图 9 

分 析 : (1) 略 . (2) 欲求 线 4C 与 面 M 4 尸 所 
成 的 角 , 需 确 定点 C 在 面 MAEB 上 的 射影 位 置 ， 
比较 困难 . 考虑 线 4C 上 的 其 它 点 . 连结 BD 
交 AC 于 0O, 问题 转化 为 : 确定 点 O 在 面 MAE 
上 的 射影 位 置 . 

注意 到 PD | 面 MAbE, 连结 BE, 则 DE 
上 BE. 过 0 作 BEB 的 垂 线 OR, 垂 足 为 肪 , 故 
OH/WDE, 因此 OH 1 上面 MAE, 说 明 点 O 在 
面 MAE 上 的 射影 就 是 瑟 . 连 结 4AH, 则 人 HAO 
是 所 要 求 的 线 4C 与 面 MAE 所 成 的 角 . 

设 4B = a, 则 PA= 3a, 40 = =AC = 

(下 转 封底 ) 
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对 《 错 题 集 》 中 一 处 概括 的 思考 


100102 北京 市 第 八 十 中 学 索 云 旺 王 贵 军 吴 万 辉 王立 峰 


贵 刊 2004 年 第 12 期 发 表 的 《( 错 题 集 ) 的 意 
义 及 其 操作 要 点 》 一文 , 对 指导 学 生 进 行 有 效 
的 高 三 数学 复习 有 着 重要 意义 , 读 后 深 受 启发 . 
然而 笔者 发 现 文中 存在 几 处 不 妥 , 提出 来 供 商 
榨 . 

为 方便 说 明 问 题 , 现 把 原文 第 二 段 摘抄 如 
下 : 

题 1 曲线 C : y 一 4z? = 1, 求 斜率 为 2 
的 直线 ! 与 曲线 C 相交 的 弦 的 中 点 轨迹 . 

解 : 设 ! 与 曲线 C 交 于 A、B 两 点 ， 





设 A(z1,W)、B(z2,y2)、 中 点 P(x,y)， 
““ A、B 在 曲线 上 ， 
yt A471 三 |， (1) 
y3 — 4x3 =1. (2) 
(1) — (2) : (yi — y2)(yi + y2) — 4(x1 一 





2/ 2 
(yi + wo) 二 = 4(z1 十 Z2)， 
2 V1 一 V2 
二 2, 
X12 
击 题 过 得 :人 荆 二 2 
JCY 2 Se bb 
VY1 十 Y2 _ 
2 


“yy 二 27 ( 夹 在 双 曲 线 内 的 部 分 ). 

若 此 题 换 为 :已 知 4B 的 中 点 P(3,1), 道 向 
题 : 求 直线 ! 的 斜率 , 也 可 用 此 法 . 总 之 此 法 适用 
于 直线 /与 曲线 交 于 A、B 两 点 , 其 中 1 的 斜率 、 
AB 的 中 点 , 二 者 知 其 一 , 求 另外 一 项 , 均 可 选 
用 . 

一 、 题 1 是 道 错 题 

题 1 是 道 错 题 . 事实 上 , 斜率 为 2 的 直线 与 
双 曲 线 C : yw 一 47? = 工 的 渐 近 线 y = 27 平 
行 , 所 以 与 双 曲 线 只 有 一 个 交点 ,也 就 谈 不 上 
弦 的 中 点 的 轨迹 问题 . 题 1 后 的 概括 :和 若 此 题 





换 为 :已 知 4 有 的 中 点 忆 (3,T)， 逆 向 题 : 求 直 线 
1 的 斜率 , 也 可 用 此 法 ”是 不 妥 的 , 如 把 点 的 
坐标 改 为 ( 车)， 用 此 法 可 求 出 直线 ! 的 斜 


率 为 部， 进而 求 得 方程 为 9 一 全 = 名 (2 一 1)， 

事实 上 , 满足 条 件 的 直线 是 不 存在 的 . 所 
以 这 里 的 概括 是 有 问题 的 ,这 种 解法 (俗称 为 
“点 差 法 ") 以 思路 清晰 、 运 算 简捷 信 受 师 生 青 
卫 广泛 地 运用 于 解 题 之 中 . 而 这 里 涉及 的 问 
题 (过 定点 P 的 直线 与 曲线 相交 于 两 点 4、B， 
有 点 P 是 4B 的 中 点 , 求 直线 4 万 的 方程 ) 又 是 
高 考 中 常 考 常 新 的 问题 , 因此 有 必要 对 这 类 问 
题 及 解法 仔细 研究 , 对 以 洪 清 

二 两 道 高 考试 题 参考 答案 的 回顾 及 分 析 

题 2 (1981 年 全 国 高 考题 ) 给 定 双 曲 线 
2z2 一刀 = 2. 过 点 B(1,1) 能 否 作 直线 mn 使 直 
线 与 所 给 双 曲 线 交 于 两 点 Q@1、Q2, 且 点 BB 是 线 
段 Q1Q 的 中 点 ? 这 样 的 直线 四 如 果 存在 , 求 
出 它 的 方程 , 如 果 不 存 在 , 说 明理 由 . 

解 设 所 求 直线 方程 为 = K(z 一 1) 十 1 
代入 双 曲 线 闽 理 得 (2 一 M2)a2 + (212 -2pa 




















5 二 25 一 3=0. (3) 
设 Qi(T1; 妇 )、Q2(Z2,y2)， 则 ZX1、Z2 是 
(3) 的 两 个 实数 根 , 故 z 十 za = 2 中 
如 果 刀 是 @1Q2 的 中 点 , 就 且 了 于 
1 即 z1+z2 一 2 所 以 有 25 二 2 一 2. 综合 
起 来 ， 二 
一 (252 — 2k)? 
4(2—k -E+2k -3)>0 (4) 
2 2k 


= 
由 第 一 式 解 出 一 二 2, 但 二 2 不 满足 第 一 
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式 , 所 以 (4) 无 解 . 

管 :满足 题 中 条 件 的 直线 mn 不 存在 . 

题 3 人 及 4 已 是 双 曲 
线 2z2 一? = 2 上 的 两 点 , 点 N(1,2) 是 线段 的 
AB 的 中 点 . 求 直 线 AB 的 方程 . 

解 : 据 题 意 ， 可 设 直线 4 的 方程 为 y = 
KZ 一) 十 2 代入 2z2 一 2 = 2, 整理 得 : (2 一 
12)22 一 26(2 一 5)2 一 (2 一 太一 2 一 0 (5) 

设 4(zt 加 )、B(zay), 则 zl、z72 是 方程 
PT 故 2 一 人 成 取 0 有 xi 十 x2 = 











并 .由 NN(1,2) 是 4B 的 中 点 得 ei 
22) 二 1, 即 = 
ei 解 得 二 1. 


故 直 线 4B 的 方程 为 y = 1 x (x 一 1) 十 2， 
即 y = 二 xz 十 1. 

仔细 观察 两 道 题目 , 属 “ 过 定点 书 的 直线 与 
曲线 相交 于 两 点 4、B, 上 且 点 书 是 线段 4 已 的 中 
点 , 求 直 线 4 的 方程 "问题 . 从 参考 答案 来 看 ， 
题 2 对 求 出 的 直线 的 斜率 验证 了 公 , 由 于 人 < 
0, 从 而 直线 的 斜率 不 存在 , 所 以 , 直线 不 存在 . 
题 3 没有 验证 入 , 直线 又 存在 了 . 为 什么 呢 / 有 
不 少 教 辅 资 料 解释 题 2 是 探索 性 问题 , 要 增加 
验证 这 一 步骤. 如 果 这 样 解 释 , 那么 , 我 们 对 
题 3 可 以 改变 问 法 , 变 为 探索 性 问题 , 所 以 , 这 
种 解释 是 站 不 住 脚 的 . 对 于 题 3 是 不 需要 验证 ， 
还 是 应 验证 而 没有 验证 呢 ? 

我 们 知道 , 解析 几何 的 本 质 是 用 代数 的 办 
法 研究 几何 问题 . 那么, 这 就 要 求 把 几何 条 件 
等 价 地 转化 为 代数 条 件 . 以 题 2 为 例 : 直线 与 双 
曲线 相交 <> 方 程 (3) 是 一 元 二 次 方程 且 有 两 

2 一 1 大 0， 


个 不 相等 的 实数 根 后 全 | A 而 点 B 


Xl 十 XY2 


是 Q182 的 中 点 二 > 一 一 一 3 l1. 
综合 起 来 , 直线 m 与 所 给 双 曲 线 交 于 两 点 
Q1、Q@2, 且 点 BB 是 线段 8Q182 的 中 点 
2—k2#¥0, 


< 和 A>0， 
21 十 2Z2 
2 


= 
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所 以 , 题 2 的 解答 是 十 分 严密 的 . 这 样 , 题 
3 的 解答 就 不 严密 了 , 犯 了 用 必要 条 件 代替 充 
要 条 件 的 错误 . 那么 , 用 “点 差 法 "解决 题 2、 题 
3 这 类 问题 必须 加 上 验证 入 这 一 不 可 缺少 的 步 
观 , 也 就 不 难 理解 了 , 从 而 对 全 的 验证 并 不 是 
因为 这 类 问题 是 否 是 探索 性 问题 , 也 就 十 分 清 
禁 . 

三 、 对 问题 及 解法 的 进一步 讨论 

通过 以 上 对 题 2、 题 3 的 解答 回顾 及 分 析 ， 
解决 “这 定点 卫 的 直线 与 曲线 相交 于 两 点 4、 
B, 且 点 PP 是 线段 4B 的 中 点 , 求 直线 4AB 的 方 
程 ”问题 可 用 高 考 提供 的 参考 管 案 的 方法 ( 称 方 
法 一 ); 也 可 用 “点 差 法 ”( 称 方法 二 ). 但 我 们 又 
发 现 题 2、 题 3 除 定点 坐标 不 一 样 外 , 其 他 条 件 
一 样 , 为 什么 题 2 中 满足 条 件 的 直线 不 存在 , 而 
题 3 却 存在 呢 ? 

画 出 双 曲 线 2z” 一 J = 2 及 点 B(1,1)、 
点 入 (1,2). 可 以 看 出 题 2 中 的 点 B(1,1) 位 于 
两 渐 近 线 所 成 的 含 双 曲线 的 顶点 区 域 五 (图 1) 
内 , 题 3 中 的 点 YN(L2) 位 于 两 渐 近 线 所 成 的 不 
含 双 曲线 的 顶点 区 域 王 (图 2) 内 . 同时 , 我 们 规 
定 双 曲 线 的 两 个 焦点 各 自 所 在 的 互 不 连通 的 区 
域 刀 (图 3) 为 双 曲 线 的 内 部 . 显然 , 当 定 点 位 于 
双 曲 线 的 内 部 区 域 忆 ( 图 3) 时 , 一 定 能 作 直 线 
2 与 所 给 双 曲 线 交 于 两 点 Q@1、Q2, 且 

ee es 抛物 线 同样 ). 





Sl 





Sl 
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一 道 函 数 方程 的 开放 题 


200333 上 海 市 晋 元 高 级 中 学 阴 洪 生 


数学 开放 题 对 于 发 展 学 生 的 创新 能 力 有 很 
大 的 帮助 . 函数 方程 的 题目 , 如 果 对 于 所 求 的 
解 不 加 或 少 加 一 些 限制 条 件 , 往往 就 是 很 好 的 
开放 题 . 下 面 是 我 们 在 教学 实践 中 遇 到 的 一 个 
例子 . 事情 缘起 于 一 本 教 辅 读物 的 一 个 练习 题 : 
求 1(z), 使 (zx) 满足 flf(z)] = 十 2……(1) 

书后 给 出 的 管 案 是 f(z) = zx 十 1， 该 题 
本 意 是 在 学 生 学 习 了 函数 的 基本 概念 之 后 , 通 
过 一 次 函数 复合 的 具体 例子 , 让 学 生体 会 复合 
函数 的 概念 . 这 样 的 设计 思想 是 不 错 的 . 但 是 
题目 中 没有 明确 给 出 “jz) 是 一 次 函数 "的 条 
件 , 给 学 生 造 成 了 困惑 . 不 少 学 生 要 求解 释 这 
道 题 . 当 被 告 之 应 加 上 “f(z) 是 一 次 函数 的 条 
件 后 , 许多 学 生 认 为 “f(z) 是 一 次 函数 ”的 条 件 
可 由 (1) 推 出 , 有 些 学 生 则 认为 根据 不 充分 . 在 
这 样 的 情况 下 , 求 出 函数 方程 (1) 的 一 个 非 线 
性 解 的 兴趣 被 唤起 , 我 们 不 愿 放 过 这 样 一 个 能 
让 学 生 开阔 数学 眼界 、 提 升 思维 深度 的 大 好 机 
会 . 于 是 , 我 们 开始 探究 能 否 构 造 一 个 满足 (1) 











和 和 AAAIN~N 


可 以 证 明 (请 读者 自己 完成 ) 结论 : 当 定点 
位 于 区 域 马 (图 1) 时 , 不 能 作 直线 败 使 直线 与 
所 给 双 曲 线 交 于 两 点 Q@1、Q2, 日 定点 是 线段 
Q1Q2 的 中 点 (如同 定 点 在 椭圆 、 抛 物 线 外 部 
不 能 作 直线 凤 使 直线 与 所 给 双 曲 线 交 于 两 点 
Qi、@%2, 且 定 点 是 线段 Q182 的 中 点 一 样 ). 当 
定点 位 于 区 域 刁 (图 2) 时 , 一 定 能 作 直 线 岂 使 
直线 与 所 给 双 曲 线 交 于 两 点 Q1、Q2, 且 定 点 
是 线段 Q182 的 中 点 . 

有 了 以 上 结论 , 我 们 可 以 更 好 地 理解 题 2 
满足 条 件 的 直线 不 存在 , 而 题 3 却 存在 的 原因 . 
于 是 , 解决 这 类 问题 有 如 下 方法 三 : 即 首先 判断 
定点 所 在 区 域 , 从 而 确定 满足 条 件 的 直线 是 否 





的 非 线性 函数 的 例子 . 

在 具体 进行 构造 之 前 , 有 必要 了 解 f(7) 的 
一 些 基 本 性 质 , 以 便 构 造 时 有 正确 的 方向 . 由 
(1) 知 ，f(z) 的 定义 域 和 值 域 是 一 切实 数 . 如 
果 有 Zz1、z2 使 f(x1) = f(x2), 则 帮 JzD)) = 
f(f(z2)), 由 (1) 得 x1 = x2. 这 表明 f(x) 是 一 
对 一 的 , 从 而 了 (x) 有 有 反 函 数 . 在 考虑 函数 的 复 
合 时 , 需要 的 必要 条 件 是 函数 的 复合 满足 结合 
律 , 即 (f°f)°。f(zx) = f°(f° 了 )(zx), 由 此 得 到 

f(z+2)= f(z)+2 en a (2) 

因此 我 们 只 要 对 满足 0 < x < 2 的 实数 x 
定义 f(x), 然后 按照 (2) 将 f(x) 的 定义 延 拓 到 
整个 实数 轴 上 即 可 . 

函数 了 (2z) 的 定义 . 

令 p(7z) 为 任意 一 个 定义 域 和 值 域 都 为 开 
区 间 (0,1) 的 有 有 反 函 数 的 函数 , 它 的 反 函 数 记 
为 p-1(z)， 下 面 k 总 表示 整数 ”定义 f(z) 如 
下 : 





和 TT 


存在 , 再 用 “点 差 法 " 求 其 方程 , 没有 必要 再 验 
证 人 了 . 辟 如 笔者 把 题 1 中 所 改写 的 已 知 4B 
的 中 点 坐标 P(3, 1)， 改 为 P (1 台 ) 因为 点 
P (1) 在 区 域 互 内 (图 轨 ， 所 以 ， 过 点 


己 ( 了 茶 ) 作 直线 使 表 线 与 所 给 出线 交 于 人 
B 商 点 , 生 点 是 线段 4B 的 中 点 , 这 样 的 直线 
不 存在 . 又 如 题 3, 因为 点 N(L, 人 在 区 域 王 内 
(图 2), 所 以 直线 存在 , 可 用 "点 差 法 " 求 出 直线 
方程 
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一 道 数 列 求 和 题 ” 5| 发 的 联想 


235000 安徽 省 淮北 市 第 一 中 学 周 恩 超 


习题 课 的 教学 一 直 受 到 老师 们 的 重视 
为 它 对 培养 学 生 的 思维 品质 和 创新 能 力 大 为 
有 利 , 是 我 们 教学 中 必 不 可 少 的 一 个 环节 在 
一 般 情况 下 , 习题 课 教学 的 设计 大 都 从 “知识 
内 容 、 解 题 方法 、 数 学 思想 "等 角度 去 考虑 . 本 
文 试图 换 一 个 角度 , 从 “思维 的 合 情 跨越 "作为 
安排 课堂 教学 的 “线索 "进行 设计 .一 种 尝试 仅 
供 同行 讨论 

一 、 一 道 “ 导 人 题 ” 

题目 已 知 数列 去 求 其 前 m 项 的 
和 Sw 


mr A 的 ， 


(2) 如 2%k <x<2k 十 1, 定义 f(xX) = 2k 十 
1 + w(x — 2k); 

(3) 如 2k 十 1 < x <2k 十 2, 定义 f(x) = 
2k+2+ pz — (2k+1)]. 

命题 : 如 此 定义 的 函数 所 z) 满足 函数 方程 
flf(z)] = z+2. 

证 明 : 如 z 是 整数 , 命题 显然 成 立 . 如 2k < 
7 < 2K 十 1, 则 0<Zz 一 25 < 1 所 以 0< w(x 一 
2k) < 1. 由 于 jz) =2k 十 1 二 + p(x 一 2k), 故 
2k 十 1 < f(z) < 2k 十 2. 从 而 

f[f (2)] = 2k+2+ 0 [f(z)— 

=2k+2+p (P(r — 2k)) 

=2k+2++z 一 22k 二 十 2. 

同 理 , 如 2k 十 1 <xz <2k 十 2, 则 0 <x 一 
(2k+1) <1, 所 D0 <w ilz—(2k+1)<1. 
由 于 此 时 f(x) = 2k++2+p [x 一 (2k 十)]， 
故 2k 十 2 < f(x) < 2k 十 3, 也 即 2(k 十 1) < 
f(z) < 2(k 十 1) 十 1. 从 而 

flf(2)] = 2(k+1)+1+9[f (7)—2(k+1)] 

一 25 十 3 十 p[p-Iz — (2k+1)) 


(2k 十 1)] 


和 等 比 数列 { 到 中 相对 应 项 的 乘积 所 得 到 . 
事实 上 , 这 个 数列 的 求 和 并 不 困难 . 在 高 三 i 
行 复习 时 , 我 们 常常 把 它 作 为 一 道 “ 导 入 题 ", 用 
于 给 学 生 介 绍 “ 错 位 相 减 法 ”进行 数列 求 和 . 其 
方法 如 下 : 





1 
nt tl 
1 1 1 
则 35n=1.53+2.33+"…+(n—1) 
1 1 
(1) 一 (2) 得 
ls | | 十 … 十 1 
PR ep NA 
一 2 十 3 二 Z 一 (25 十 1) 王 Z 十 2. 
证 毕 . 


在 上 面 的 构造 中 , 函数 2 的 选取 有 很 大 的 
任意 性 . 下 面 是 几 个 例子 . 

例 1 如 取 2(z) =2 (0 <zx<1), 容易 验 
证 此 时 f(x) = 二 x 十 1. 

例 2 如 取 2lz) = x? (0 < zx < 1) 和 
oz) = Vz (0 < xz < 1), 则 f(x) 为 非 线 
性 函数 . 它 的 图 象 如 图 1. 

2 





O 元 
图 1 
例 3 可 以 构造 逐 段 线性 函数 了)， 如 取 
2 0<Zz< =, 
2 2 
PR | 3z 1 1 
了 7， 5 C0 
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on n. TI, 即 
1 下 

lo 2 2 Nn 
nT on+1’ 

i > 

人 2 

TN Nn 
0 Ee | 
所 以， 2 2n 


说 明 : 此 时 进一步 引导 学 生 求 当 n 一 十 co 
时 , S57, 的 极限 值 . 


1 也 
得 1i 一 1 2|1- (=) |- 
ee Jn. | (| 


n 1 1 1 
9 DY A 
| ; 从 而 有 1 十 2 区 十 3 再 十 … 十 
1 
ee 3 
Nn py (3) 


对 于 极限 lim_ = 0, 可 给 学 生 作 如 下 


解释 : 由 于 2” = (1 十] 三 Cn 十 Cr 十 C 十 
二 On > n+ ao， 所 以 0 < 元 < 
1 


Nn 
; 


ee oa re 


2 i 2 

而 lim 二 0， 
li -一 一 0 

i 


一. 引发 的 联想 

下 面 引导 学 生 训 (3) 式 展开 联想 ， 观 案 
边 的 结构 形式 :1. 工 十 3. 十 十 3- 吉 十 … 
nn 去 十 …. 学 生 不 难 想到 * 概 率 统计 "中 的 离 
散 型 随机 变量 的 数学 期 望 公式 , 继而 构造 一 个 
随机 变量 义 让 它 满足 下 下 : 








1 1 
由 上 计算 得 B(X) =1.3+2: 克 十 3 


1 1 _ 


接着 会 产生 追加 :这 里 的 随机 变量 X 是 什 
么 含义 怎样 才能 让 其 * 请 足 上 表 , 即 要 求 随机 
变量 六 满足 :P(X 一 站 = 去. 否则 “人 为 "地 
构造 一 个 客观 不 存在 的 东西 是 没有 任何 意义 
的 , 对 此 应 启发 学 生 创设 合理 的 问题 情景 
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情景 问题 (“ 斤 硬 币 事件 ")， 一 个 人 向 上 
抛 挪 一 枚 硬币 ,要求 结 果 是 正面 向 上 , 我 们 期 
望 他 向 上 抛 硬币 的 次 数 是 多 少 ? 

分 析 :学 生 赁 直觉 可 能 会 认为 应 该 抛 两 次 ， 
但 是 , 应 该 怎样 做 出 科学 的 解释 呢 ? 设 X 表 示 
获得 正面 向 上 所 抛 硬币 的 次 数 ， 则 X = 1 表 
示 “ 向 上 淄 硬 币 一 次 即 得 到 正面 向 上 ”其 概率 
为 P(X = 1) =  X = 2 表示 “向 上 抛 硬币 
两 次 才 得 到 正面 向 上 ”每 次 抛 硬币 事件 是 相 
互 独立 的 , 所 以 其 概率 为 P(X = 2) = 去 . 继 
续 思 考 下 去 , 若 X 一 上 即 表示 前 一 1 次 向 上 
部 硬 币 得 到 反面 向 上 , 而 第 次 向 上 殷 硬 币 才 
得 到 正面 向 上 , 故 其 概率 为 P(X = 月 = 去. 
这 样 就 有 了 上 面 的 随机 变量 的 分 布 列 . 从 而 得 
到 结果 是 正面 向 上 ,所 抛 硬币 次 数 的 期 望 为 


9 


元 十 … = 2 这 样 就 解释 了 上 面 学 生 的 直观 
还 想 : 即 平均 向 上 抛掷 硬币 两 次 才 会 得 到 正面 
向 上 的 结果 

尽管 上 面 的 结果 并 不 重要 , 但 学 生 的 思维 
却 进行 了 一 次 合理 的 跨越 , 从 数列 求 和 计算 到 
概率 统计 中 数学 期 望 的 运用 . 事实 上 , 在 统计 
中 有 很 多 类 似 这 种 结构 的 表达 式 , 如 随机 变量 
g 服 从 二 项 分 布 (np), 则 随机 变量 8 的 分 布 
列 为 


0 7 | 
pl opa" [Cap a | css 人 Caproe 

其 中 ， 2 十 4 一 1, p、9 为 参数 , 则 

BE(é) = 也 KECAO5gn = np, (4) 

这 时 启发 学 生 观 察 (4) 式 , 不 难看 出 该 式 
既 与 数列 求 和 (1) 的 结构 类 似 , 同时 又 很 容易 
联想 到 以 前 学 过 的 组 合 恒等式 . 这 时 , 老师 不 
失 时 机 地 构造 如 下 题目 . 

组 和 恒等式 问题 求证 : 

3 (5) 

i 

分 析 : 引导 学 生 比 较 (4) 式 与 (5) 式 的 不 同 ， 
发 现 (4) 式 中 多 出 字母 “p*qg”"*”， 右 边 结果 
是 “np”, 而 (5) 式 结果 是 %n.2*1， (不 合 字 和 母 p、 
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四). 事实 上 , 在 (人 式 中 从 0 开始 取信 与 从 1 开 
6 取信 结果 一 样 . 因此 我 们 把 注意 力 集中 到 字 
母 pg 上, 联想 到 平时 我 们 常用 的 解 题 方法 一 
赋值 法 , 令 P = 3, 由 于 p+4 = 1 所 以 显然 9 = 
a mn /IN /NY 
> HA 3) (3) =" 
5, 化 简 即 可 得 证 ， 当 然 为 了 给 出 该 题 的 完整 
证 明 , 我 们 可 以 构造 一 个 概率 模型 如 下 一身 
手 向 某 一 目标 独立 射击 ”次 , 每 次 击 中 目标 的 
概率 为 5， 以 5 表示 在 /次 射击 中 击 中 目标 的 
次 数 显然, 随机 变量 5 服从 二 项 分 布 , 即 


1 1 
PKE= 朋 =c( 引 (1-3) ) 天 一 
0, 1，2，.… ， n. 


我 们 不 妨 把 上 述 方法 称 作 “ 构 造 概 率 模 型 
法 

接着 , 让 学 生 观 察 (5) 式 右 端 沁 . 2" 2 的 

寺 点 , 易 想 到 求 导 公式 : (2") = 史 .2 ,这 
里 令 z = 2, 上 式 右 端 即 为 nm . 2" ”而 左 端 
中 出 现 的 2” 可 写成 : 

(1 二 1)*”=0C90 二 Cl. 十 CE 十 .… 十 
O07, 而 该 式 又 是 在 下 式 中 , 令 z = 1 得 到 . 

(1 二 2z)2 一 CO0z0 二 CH1ZL 十 :十 CRze 十 
ON. (6) 

到 此 , 我 们 对 (6 ) 式 两 边 的 z 进行 求 导 , 有 

n(1+7x)" 1 = 1.CL20 +h CFR I+ 
二 nOnzn-l. (7) 

令 Z=1 得 2 Cr ==n.2" ,从 而 获 证 . 

k=1 
我 们 把 该 方法 称 为 “函数 求 导 法 ”. 

在 第 二 种 方法 的 暗示 下 , 有些 同学 将 目光 
转向 (5) 左 端 中 的 “k. Ck”， 经 过 一 段 时 间 的 思 
考 , 个 别 同学 想到 了 组 合 公式 : 0O*-1 = 2 
将 它 变形 为 :k . CO =m .Ok-1. 这 样 我 们 将 





和 TIT 


(上 接 第 9-43 页 ) 
上 是 否 也 存在 这 样 的 结论 呢 ? 
通过 上 面 的 联想 , 这 道 原本 是 一 个 函数 的 
问题 进而 发 散 到 解析 几何 中 , 让 我 们 有 焕然 一 
新 的 感觉 . 
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(5) 式 左 端 欠 .CA" 换 掉 , 有 

> KOK = 六 0.Cx =n. 7 OK 一 

he 二 

7 ， bp CA _ 1 二 n.2"-1. 从 而 得 证 . 

说 明 :关于 这 道 组 合 恒等式 的 证 明 , 师 生 共 
同 努 力 , 通过 寻找 它 和 它 以 外 事物 的 关联 , 思 
维 不 断 地 向 前 发 展 :从 公式 结构 联想 到 二 项 分 
布 的 数学 期 望 公式 , 从 表达 式 “n.2"-1” 的 特点 
联想 到 函数 求 导 公式 (z")' = n.z"-1, 然后 思 
维 又 回归 到 组 合 公 式 .C* = n CA] 中 通 
过 转化 获 证 .这 种 思维 上 的 信 马 由 组 ,事实 上 
是 “ 形 散 而 神 不 散 ”. 它 带 给 学 生 的 是 兴奋 、 愉 
悦 、 享 受 和 力量 . 


在 这 市 课 的 教学 设计 中 , 尽管 涉及 的 题目 
量 很 少 , 但 是 从 中 我 们 看 到 学 生 的 “思维 跨度 ” 
很 大 : 从 “数列 求 和 ”到 “概率 统计 "; 从 "纯粹 数 
学 问题 "到 “现实 情景 问题 "从 “解决 问题 "到 
“提出 问题 但 是 这 种 "跨越 "不 是 突 元 的 , 而 
是 合 情 的 、 连 续 的 、 甚 至 是 “被 迫 的 ” 师 生 思 
维 的 进程 不 断 地 受 “问题 所 驱动 本 人 感觉 如 
果 我 们 在 教学 中 善于 扑 捉 “ 有 价值 的 素材 ,并 
引导 学 生 展 开 合 情 联想 必 将 使 学 生 兴 趣 大 
增 , 并 能 让 他 们 感受 到 数学 的 无 穷 魅 力 以 及 产 
生 “ 用 数学 ”的 意识 .同时 , 这 也 为 教师 的 教学 
增添 不 少 “ 亮 点 ”. 所 以 说 ,“ 善 于 观察 、 善 于 思 
考 、 善 于 联想 "这 不 仅 是 对 学 生 而 言 的 , 显然 
也 是 针对 老师 的 . 

记得 伟大 数学 家 希 尔 伯 特 的 学 生 外 尔 曾 这 
样 描绘 过 : 希 尔 伯 特 这 位 吹 年 人 所 吹 的 甜蜜 的 
芦 笛 声 , 诱惑 着 许多 老鼠 投入 数学 的 深 河 ” 这 
正 是 我 们 懂 悍 并 追求 的 一 种 境界 :让 学 生 迷 恋 
你 的 课堂 . 








和 和 AAT 


从 上 面 看 来 , 解 题 后 的 读 题 是 个 大 问题 , 题 
目 读 懂 与 否 会 有 完全 不 一 样 的 效果 . 
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一 道 立 体 几 何 老 题 的 探索 与 创新 


274300 山东 省 单 县 第 二 中 学 李 亦 方 


一 、 问 题 的 由 来 

每 个 教师 在 教学 中 都 会 选取 一 些 具有 代表 
性 的 题目 , 来 教 给 学 生 有 关 的 方法 和 技巧, 而 
多 数 都 是 被 公认 为 解决 某 类 问题 “好 ”的 方法 
需要 学 生 去 接受 、 模 仿 、 吸 收 和 掌握 . 而 它们 
真 的 就 是 最 好 的 吗 ?笔者 的 一 次 经 历 改变 了 
我 的 看 法 . 

例 1 已 知 正三 棱柱 4BC 一 AiB1iCi 的 各 
楼 长 都 为 1( 如 图 D)，M 是 底面 BC 边 的 中 点 
NN 是 侧 楼 CC1 上 的 点 , 且 CN = 了 CC1, 求证 
AB! | MN. 





这 是 人 教 社 版 高 中 数学 第 二 册 (下 B) 中 的 
一 道 例题 , 这 类 题目 公认 为 纯 几 何方 法 比较 入 
刺 , 用 向 量 做 比较 好 , 教材 中 就 给 出 了 下 面 的 
解法 

证 明 : 设 4B= &@,AC= 5b， 
则 由 已 知 条 件 和 正三 楼 柱 的 性 质 得 : 


ll 














所 以 AB1 上 MN. 

当然 还 可 以 用 向 量 的 坐标 形式 . 而 所 请 纯 
几何 方法 的 不 足 在 何 处 呢 7 我 做 了 如 下 探索 : 

因为 如 图 2 易 得 4M | 平面 BCC1B1, 所 
以 要 证 4P1 上 MN, 只 需要 证 明 MB1 1 
MN.， 传统 的 做 法 是 在 人 MNBi1 中 , 计算 出 
各 边 长 , 来 证 明 MB: 上 MN. 其 实 只 要 证 
明 LCMN 与 《BM Bi 互 余 就 行 , 这 只 须 证 明 : 
tan ZCMN x tan ZBMB: = 1, 


因为 tan LCMN x tan 人 LBMBi 
_C 和 BBi 
CC BM 





所 以 结论 的 成 立 是 显然 的 当 笔 者 问 学 生 : 
你 做 过 的 题目 中 有 哪些 可 以 用 这 种 方法 解 时 ， 
学 生 列 出 了 下 列 公 认 比 较 难 的 题目 , 用 这 种 方 
法 竞 可 轻易 解决 (为 节省 篇 幅 ， 只 给 出 关键 处 
的 略 解 ): 

() 已 知 直 三 楼 柱 4BC 一 A1B1C1 中 ， 
LACB = 90°, CB =1C4 = V3, 441 = 
V6, M 是 CC 的 中 点 , 求证 BA1 上 AM. 

简 证 : 如 图 3, 由 已 知 可 得 BC 上 AM, 者 
BA1 1 AM, 则 AM | 平面 41BC, 所 以 要 证 
BA1 1 AM, 只 须 证 明 C41 上 AM, 只 须 证 
明 ZA1CA 与 CAM 互 余 即 可 , 因为 


加 1 MO 
tan ZAiCAxtan LCAM = AG X40 
V6 


32 
3 V3 








二 1, 所 以 CA1 | AM. 
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注 :由 此 发 现 BC = 1 多 余 . 


和 er 
B 2 A 240 
CO A 


图 3 图 4 

(2) 如 图 4, 正三 棱柱 的 侧枝 长 为 2, 底面 边 
长 为 1,，M 是 BC 的 中 点 , 在 直线 CC1 上 求 一 
点 N, 使 MN 1 ABi. 

略 解 : 由 已 知 可 得 4M 上 MN, 奉 AB1 上 
MN, 则 MN 4 平面 B1AM. 

所 以 要 证 4B1 上 MN, 只 须 证 明 MBi 上 
NM, 因为 <B1MC 是 钝 角 , 故 点 应 在 C 的 
上 方 . 

设 CN = 7, 则 只 须 

BB: CN oA 

By Ko TT 

以 上 两 题 党 为 课本 上 的 习题 , 且 在 不 少 的 
资料 上 都 出 现 过 . 教学 参考 书 和 资料 所 给 答案 
都 是 认为 纯 几 何方 法 比较 繁琐 , 向 量 较 好 , 甚至 
一 些 资 料 还 特意 用 其 说 明 向 量 解 法 的 优越 性 . 
但 其 实 我 们 看 到 用 这 种 方法 口算 就 可 以 了 , 比 
向 量 方法 似 更 简单 . 











1 
2 











图 5 

(3) 如 图 5, 正方 体 4BCD - A1B1C1D1 
中 , CC1 上 是 否 存在 一 点 上 2, 使 面 41BD | 面 
BDE? 若 存 在 , 请 指出 点 五 的 位 置 , 加 不 存在 ， 
要 说 明理 由 . 

一 般 认为 该 题 通过 猜想 忆 的 位 置 是 最 简单 
的 方法 , 但 利用 上 面 的 方法 , 变 得 更 显而易见 . 
事实 上 易 得 : 

《A10 为 二 面 角 A1 一 BD 一 忆 的 平面 角 ， 





a 
只 要 马 满 足 A 1 就 行 , 显然 此 
时 五 处 于 CC 的 中 点 的 位 置 . 
-5 进一步 的 思考 


在 随后 的 时 间 , 我 发 现 很 多 这 一 类 难题 用 
这 种 方法 解 变 得 非常 容易 , 这 种 "意外 的 惊喜 
让 我 想到 , 还 有 多 少 题目 值得 去 重新 审视 其 解 
法 呢 ? 赶紧 把 本 周 用 过 的 题 看 一 下 , 这 回 可 让 
我 吃惊 不 小 ! 

例 2 (2003 年 全 国 高 考试 题 ) 下 列 五 个 正 
方 体 图 形 中 , 1 是 正方 体 的 一 条 对 角 线 , 点 伯 、 
入 、 呈 分 别 为 其 所 在 楼 的 中 点 ， 其 中 4 上 上面 
MNP 的 图 形 (图 6 一 图 10) 的 序号 是 

P 




















图 9 图 10 图 11 

笔者 所 见 过 的 这 道 题 的 解答 (包括 高 考 命 
题 组 的 ), 都 是 一 个 一 个 判断 , 并 被 认为 使 用 向 
量 的 坐标 形式 解决 较 好 , 但 经 仔细 考虑 会 发 现 ， 
垂直 于 /的 截面 一 定 平 行 于 图 11 中 的 面 4BC， 
显然 图 9 和 图 10 就 是 这 个 截面 的 情形 , 而 图 7 和 
图 8 不 满足 要 求 . 故 答案 为 图 6, 图 9, 图 10. 

例 3 已 4.B、C 是 球面 上 的 四 个 点 ,P4、 
忆 B、PC 两 两 垂直 , 目 P4 = PB = BC = 1， 
求 球 的 体积 与 表面 积 . 

本 题 的 通常 解法 是 :如 图 12, 先 判断 出 球 心 
O 在 正四 面体 P-4BC 外 ,然后 求 出 PO’ 和 
CO' 的 长 度 , 用 0C?=V (OP-PO')?+CO”? 
和 OC = OP = R 解 出 半径 及 .换个 角度 看 ， 
在 图 13 中 容易 看 出 :到 P、A、B、C 的 距离 相等 
的 点 为 正方 体 的 中 心 0, 即 球 心 就 是 点 O, 所 
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以 该 球 的 半径 为 (正方 体 的 体 对 角 线 的 一 


半 ), 何其 易 也 ! 
a 





图 12 图 13 

例 4 二 面 角 aw 一 a 一 6 的 平面 角 为 120”， 
在 面 w 内 , 4B 上 a 于 B, 4B = 2, 在 面 9 内 ， 
CD La 于 D,CD=3,BD=1 AM 是 棱 上 一 
个 动 点 , 则 4M 二 CA 的 最 小 值 为 

按 原 答 案 的 提示 , 几乎 都 没 能 顺利 解 出 来 ， 
但 经 探索 曾 得 出 如 下 非常 简单 的 解法 : 

把 问题 换个 说 法 :如 图 14, 找 一 条 经 过 面 w 
和 6 的 路 径 , 使 得 从 点 和 4 到 点 C 所 走 过 的 路 程 
最 短 . 由 此 将 二 面 角 展 成 平面 , 如 图 15, 线段 
AC 长 即 为 所 求 . 易 知 为 V26. 


图 14 图 15 
当时 有 个 老师 说 用 函数 的 方法 没有 能 够 解 
出 来 , 这 提醒 我 去 研究 一 下 是 否 真 的 如 此 . 从 


TIAA rr rr 


(上 接 第 9-15 页) 

师 生 共同 讨论 : 审 清 题 意 , 看 清 结论 , 超出 
预料 , 引导 思考 . 发 现 将 结论 坐标 化 后 , 可 用 以 
下 三 种 方法 即 二 次 函数 法 、 导 数 法 、 换 元 法 ， 
下 用 换 元 法 解决 . 

学 生 14: 设 M(4cosa,2V3sina), 则 

MA= (—4— 4cosa, V3— 2V3 sin a)， 

MF = (2 — 4cosa,—2V3sina), 

MA+2MF=(-12 cos Qa, V3—6V3 sin oa), 

“, [MA+IMF ?= 144cos2aw 十 108sin2a 
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图 14 可 看 出 : 若 点 怕 在 线段 BD 外 , 长 度 一 定 
大 于 4 一 DC 或 4-B-0, 故 点 MM 在 线 
段 BD 上 , 设 DM =z, 则 BM = 1 一 zx, 所 以 
AM+CM= V4 二 + (1 一 xX)? 十 V9 十 7x2, 就 
转化 为 求 V4 十 (1 一 2 十 V9 十 2 的 最 小 值 . 

对 这 类 题目 一 般 看 成 在 z 轴 上 找 一 点 , 使 
其 到 点 (2, 1) 和 (3,0) 的 距离 之 和 最 小 是 最 好 的 
方法 . 笔者 既然 是 反思 这 些 方法 , 当然 多 想 了 
一 点 :既然 能 看 成 距离 的 和 , 为 什么 不 看 成 是 两 
个 向 量 模 的 和 呢 ? 

令 @@= (2,1 一 7x), b = (3,7), 

则 VETO-2) +rV9Te=|e|+| 5 | 
> | 二 人 | =|(5,D)| = V36. “=" 成 立时 ,二 


化 


向 量 同 向 , 故 有 -二 2 = 过， 解 得 z = .不公 
在 计算 量 上 小 , 而 和 容易 推广 到 更 一 般 的 情况 
及 求 差 的 最 值 上 去 难道 这 不 是 好 的 数学 ? 

注 : 两 种 方法 都 显示 二 面 角 的 大 小 这 个 条 
件 是 多 余 的 

三 不 算 多 余 的 担忧 

对 一 周 内 做 过 的 个 别 题 多 思考 了 一 点 
就 带 给 我 们 这 么 多 的 惊喜 , 这 又 让 我 有 点 担忧 
还 有 多 少 被 公认 为 “好 "的 方法 挡住 了 我 们 的 视 
线 , 多 少 “ 坏 " 的 方法 没有 思考 就 被 带 着 偏见 打 
入 冷 官 ? 习惯 上 “好 " 与 “ 坏 " 的 认识 ,在 多 大 各 
度 上 可 能 禁 甸 着 我 们 的 思维 ? 也许 不 停 地 思 
郑 不 停 地 探索 , 才 是 我 们 真正 应 该 掌握 的 数 
学 思想 方法 


和 TT 


2 
1 
一 36sina 二 3 二 一 36 (snat 5) 十 156， 


. 当 sinQ = 工时 ， IMA 十 2MF|? 的 最 小 
值 是 75,… | 了 4 + 2MF | 最 小 值 是 5V3. 

教师 点 评 : 通过 本 题 设计 , 训练 学 生 建 立 
拓 变 多 态 的 数学 模型 , 打破 “思维 定 势 "框架 的 
束缚 , 有 效 地 培养 学 生 的 创新 能 力 和 开拓 意识 . 

师 生 回顾 : 对 同一 个 问题 可 以 有 多 种 思考 
方向 , 使 学 生产 生 纵 横 联 想 , 启发 学 生 一 题 多 
解 、 一 题 多 变 、 一 题 多 思 , 训练 学 生 的 发 散 性 


思维 . 
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总 
子 
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1. 本 卷 含 四 大 题 , 共 25 题 ; 

2. 除 第 一 、 二 大 题 外 , 其 余 各 题 如 无 特别 
说 明 , 都 必须 写 出 证 明 或 计算 的 主要 步 又 . 

一 、 填空 题 : (本 大 题 共 14 题 , 满分 42 分 ) 

只 要 求 直接 填写 结果 , 每 个 空格 填 对 得 

3 分 , 否则 得 零 分 】 

1. 计 算 : (x?)? = 

2. 分 解 因 式 : a? 一 2a = 

3. 计 算 : (V2+1)(V2 一 1)= 

4. 函 数 y = VX 的 定义 域 是 . 

5. 如 果 函 数 jz) = Z 十 1 那么 f(1) = 








6. 点 4(2,4) 在 正比 例 函 数 的 图 象 上 , 这 个 
正比 例 函 数 的 解析 式 是 要 

7. 如 果 将 二 次 函数 y = 2z2 的 图 象 沿 y 轴 
向 上 平移 1 单位 , 那么 所 得 图 象 的 函数 解析 式 


是 





8. 已 知 一 元 二 次 方程 有 一 个 根 为 1, 那么 这 
个 方程 可 以 是 (只 需 写 出 一 个 方程 ). 
9. 如 果 关 于 x 的 方程 22 十 47 十 a = 0 有 两 
个 相等 的 实数 根 , 那么 4 二 
10. 一 个 梯形 的 两 底 长 分 唱 为 6 和 8， 这 个 
梯形 的 中 位 线 长 为 
11. 在 人 ABC 中 , 点、 记分 别 在 边 AB 和 
AC 上 , 且 DEJ/BC, 如 果 4D = 2 DB = 4 
AE = 3, 那么 EC = 
12. 如 图 1， 自动 扶梯 AB 眉 的 长 度 为 20 米 








毕业 生 统 一 
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4 “于 
学 业 考 试 
试 ” 卷 
倾斜 角 和 4 为 a, 高 度 BC 为 米 ( 结 
用 含 a 的 三 角 比 表示 ). 

13. 如 果 半 径 分 别 为 2 和 3 的 两 个 圆 外 切 ， 
那么 这 两 个 圆 的 圆心 距 是  _. 

14. 在 三 角形 纸 片 4BC 中 ，LZC = 90。， 
ZA = 30" 4C = 3， 折 笃 该 纸 片 , 使 点 A 


与 点 重合 , 折 痕 与 4B、4C 分 别 相交 于 点 
DD 和 点 避 ( 如 图 2), 折 痕 忆 五 的 长 为 


Ry 
A 3 
图 2 
二 、 选择 题 : (本 大 题 共 4 题 , 满分 12 分 ) 


【下 列 各 题 的 四 个 结论 中 , 有 且 只 有 一 个 
结论 是 正确 的 , 把 正确 结论 的 代号 写 在 题 后 的 
圆 括号 内 , 选 对 得 3 分 ; 不 选 、 错 选 或 者 多 选 得 
零 分 】 
15. 在 下 列 实数 中 , 是 无 理 数 的 为 ……( ) 
(A)0;  (B)-3.5; (C)v2; (D) V9. 
16. 六 个 学 生 进行 投篮 比赛 , 投 进 的 个 数 
分 别 为 2，3, 3, 5, 10, 13, 这 六 个 数 的 中 位 数 





(A)3;  (B)4;  (C)5; (D)6. 
17. 已 知 RtA4BC 中 , LC = 90° 4C = 
2, BC = 3, 那么 下 列 各 式 中 , 正确 的 是 …( ) 


(A) sinB 8 (B) cos B= , 
(C)tgB= = (D)ctg B= 了 
18. 在 下 列 i 真 命题 是 hp de ( ) 


(A) 两 个 钝 角 三 角形 一 定 相似 
(B) 两 个 等 腰 三 角形 一 定 相似; 
(C) 两 个 直角 三 角形 一 定 相似 ; 
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(D) 两 个 等 边 三 角形 一 定 相似 ， 
三 、( 本 大 题 共 3 题 , 满分 24 分 ) 
19. (本 题 满分 8 分 ) 


38+.1 5; 
解 不 等 式 组 : 并 把 解 
2(z+1)—-6<%, 
集 在 数 轴 上 表示 出 来 . 





一 


20. 人 

解 方 程 .+ 一 

21. (本 题 满分 8 分 每 小 题 满分 各 为 4 分 ) 

(1) 在 图 3 所 示 编 号 为 D、@@、 国 、@ 的 
四 个 三 角形 中 , 关于 y 轴 对 称 的 两 个 三 角形 的 


编号 为 ;关于 坐标 原点 O 对称 的 两 
个 三 角形 的 编号 为  ; 
hy 
-< SN 
4-3-2-1 | 1 3 4 人 





图 3 


(2) 在 图 4 中 , 画 出 与 人 4BC 关 于 z 轴 对 称 
的 人 A1B1C1. 











四 、( 本 大 题 共 4 题 , 满分 42 分 ) 

22. (本 题 满分 10 分 ,每 小 题 满分 各 为 5 分 ) 

在 直角 坐标 平面 中 ，O 为 坐标 原点 .二 次 
函数 y = 27 十 bz 十 Cc 的 图 象 与 + 轴 的 负 半 轴 
相交 于 点 4, 与 + 轴 的 正 半 轴 相 交 于 点 B, 与 y 
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轴 相 交 于 点 C (如 图 5). 点 C 的 坐标 为 (0, 一 3)， 
且 BO = CO. 

(1) 求 这 个 二 次 函数 的 解析 式 ; 

(2) 设 这 个 二 次 函数 图 象 的 项 点 为 M, 求 
AM 的 长 . 


hy 


aa 


A\ 19 B 





图 5 


23. (本 题 满分 10 分 ) 

已 知 :如 图 6, 圆 O 是 人 4BC 的 外 接 圆 , 圆 
心 O 在 这 个 三 角形 的 高 CD 上 , 、 了 分别 是 
边 A4C 和 BC 的 中 点 . 

Se 鞭 形 . 





图 6 
24. (本 题 满分 10 分 ， 
题 满分 各 为 2 分 , 第 (4) 小 题 满分 4 分 ) 
小 明 家 使 用 的 是 分 时 电表 , 按 平时 段 (6:00 


第 (1)、(2)、(3) 小 


~ 22:00) 和 谷 时 段 (22:00 ~ 次 日 6:00) 分 别 计 

费 . 平时 段 每 度 电价 为 0.61 元 , 谷 时 段 每 度 电 

价 为 0.30 元 . 小 明 将 家 里 2005 年 1 月 至 5 月 的 

平时 段 和 谷 时 段 的 用 电量 分 别 用 折线 图 表示 

(如 图 7), 同时 将 前 4 个 月 的 月 用 电量 和 相应 电 

费 制 成 表格 (如 表 1). 
100| 用 电量 ( 度 ) 

80 

60 

40 

20 





全 平时 段 用 电量 
珊 - 谷 时 段 用 电量 
65 
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根据 上 述 信息 , 解答 下 列 问题 : 

(1) 计 算 5 月 份 的 月 用 电量 及 相应 电费 ,将 
所 得 结果 填 入 表 ]1 中; 

(2) 小 明 家 这 5 个 月 的 平均 用 电量 为 _ 
度 ; 

(3) 小 明 家 这 5 个 月 每 月 用 电量 呈 __ 趋 
势 (选择 “上 升 "或 “下 降 ”); 这 5 个 月 每 月 电费 
呈 __ 趋势 (选择 上升" 或“ 下降 ”); 

(细小 明 预 计 7 月份 家 中 用 电量 很 大 , 估计 
7 月 份 用 电量 可 达 500 度 , 相应 电费 将 达 243 元 . 
请 你 根据 小 明 的 估计 , 计算 出 7 月 份 小 明 家 平 
时 段 用 电量 和 谷 时 段 用 电量 . 

25. (本 题 满分 12 分 ,每 小 题 满分 各 为 4 分 ) 

在 人 4A4BC 中, ZABC = 90°, 4AB = 4, 
BC = 3, O 是 边 AC 上 的 一 个 动 点 , 以 点 O 为 
圆心 作 半 圆 , 与 边 4B 相 切 于 点 D, 交 线 段 OC 
于 点 B. 作 BP 上 ED, 交 射 线 4AB 于 点 了, 交 
射线 CB 于 点 卫 . 

(1) 如 图 8, 求证 :人 ADEcw 作 AEP; 

(2) 设 04 = z, AP =y, 求 y 关 于 2 的 函 
数 解析 式 , 并 写 出 它 的 定义 域 ; 

(3) 当 BF = 1 时 , 求 线段 AP 的 长 . 

PF 





B B 
P 
D 
C EO AC A 
图 8 图 9( 备 用 图 ) 
一 、 填空 题 : 
1.7Z4 2.a(a—2); 3.1; 477>0i 
5. 2; 6: 7.y 一 2z2 十 11; 
8. X22? 一 x 二 0 等 ; 9. 4; 10. 7; 
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11.6; 12.20sina; 13.5; 14.1. 
二 、 选择 题 
15.C; 16.B; 17C; 18.D. 


三 ,、 19. 解 : 由 3X 十 1>5 一 x, 得 x > 1. 

由 2(z 十 1) 一 6<zx, 得 zx <4. 

.… 不 等 式 组 的 解 集 为 1 < x < 4. 

20. 解 :去 分 母 , 得 z(z 一 2) 十 (Z 十 2) = 8. 

2Z2 一 20 十 Z2 十 47 十 4 一 8. 

整理 , 得 2? 十 Zz 一 2 二 0. 

解 得 zl = 一 2, x2 = 1. 

经 检验 , x1 = 1 为 原 方程 的 根 ，7x2 = 一 2 
是 增 根 . 原 方程 的 根 是 zZ = 1. 

21.(]) 中 和 @;@ 和 国 . 

人 ) 略 

四 、22. 解 : (1) … BO = CO, 点 C 的 坐标 
为 (0, 一 3), 点 妃 在 z 轴 的 正 半 轴 上 ， 

点 BB 的 坐标 为 (3,0). 

“点 C、 点 BB 在 二 次 函数 yy = x2 十 bz 十 


c 的 图 象 上 ， 
c= —3, 解 得 c= —3, 
这 办 
i 


“二 次 函数 的 解析 式 为 y = 2? 一 2x 一 3. 

(2) 9 一 22 一 20 一 3 一 (2 一世” 一 4 

… 点 M 的 坐标 为 (1 一人. 

又 … 二 次 函数 y = 7? 一 27 一 3 的 图 象 
与 x 轴 的 负 半 轴 相 交 于 点 4, 点 4 的 坐标 为 
(-1,0). … AM = V(I+1)?—(-4—0)3= 
2V5. 

23. 证 法 一 :… O 为 圆心 , 4B 为 圆 O 的 弦 ， 
OD 1 AB, .. AD = BD. 

又 CD 1 AB,.. AC= BC. 

… LCDA = 90°, 忆 是 AC 的 中 点 ， 

se Ee 3AC = EC. 


同 理 DF = LBO = 0 

“. DE= EC=CF=FD. 
四边形 CEDF 是 菱形 . 

证 法 二 : ““ O 为 圆心 , 4 已 为 圆 O 的 弦 ， 
OD 1 AB, .. AD = BD. 

“DD、 忆 分别 为 4B、 BC 的 中 点 ， 
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“. FD/AC, HFD = 3AC. 
人 局 AC ， 
“. EC = 3AC = FD. 
,四边形 CEDF 是 平行 四 边 形 . 
ee OO 二 90°, 互 是 4C 的 中 点 ， 
.… DE = le, = EC. 
边 形 CD 是 葵 形 ， 

= 连结 EF, 交 CD 于 点 G. 

“ 忆 、 卫 分 别 为 AC、BC 的 中 点 ， 


«BP)AB 
.CG pe EG J 
…O 为 圆心 ， A dL AB, 
.“. AD = BD. .. EG = GF. 


“OG = DG, EG = GF, 
“四边形 CEDF 是 平行 四 边 形 . 


+ EP/AB, CD 1 AB, :. OD 1 EF. 
"四边形 CBDF 是 菱 形 ， 
24.(1 ) 110, 46.95; (2) 99; (3) 上 升 , 下 降 . 


(4) 解 : 设 小 明 家 7 月 份 平时 段 用 电量 为 x 
度 , 谷 时 段 用 电量 为 y 度 . 
z+y= 500, 
根据 题 意 , 得 
0.61z 十 0.30y = 243. 
7 = 300, 
4 = 200. 
管 :小 明 家 7 月 份 平 时 段 用 电量 为 300 度 ， 
谷 时 自用 电量 为 200 度 . 
25.(1) 证 明 :如 图 9, 连结 OD. 





根据 题 意 , 得 OD 上 4AB, 即 L0ODA=90°. 

“* OEF = OD, .. ZODE = LOED. 

“* ZLZDEP = 90°, .. ZADE = LAEP. 

又 LA= LA,.. AADEw AAEP. 

(2) 解 :… Z4BC = 90°, AB =4, BC = 
3, .. AC = 5. 

“OA=7, 


Es OF 一 OD 一 sz AD = “> 

“AE 二 z+ De 3 

让 ee 总 有 人 和 俯 ADE 
P 


A 
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A 几 rg pe 
四 8 
(3) 解 法 一 … 人 人 ADE 人 AAEP, 
.Ap PE 
“AD ED 
8 4 
“* AE = -7z, AD = -7, 
5 5 
PE AE 
人 = 2. 
ED 247 
易 证 ABPPoAPPPD， 
.BP PE 
“BF ED 


“. 当 BF = 1 时 , BP =2. 
@ 着 已 P 交 线段 C 有 的 延长 线 于 点 到 (如 
图 10), 则 4P= 4 BP=2. 


@ 藻 EP 交 线段 CB 于 点 下 
AP=4+BP=6. 


(如 图 11), 则 








C EOAG E 0O A 
图 10 图 11 
解法 二 : 当 BF = 1 时 ， 
@ 阁 P 交 线段 0B 的 延长 线 于 点 了 (如 
图 10), 则 CF = 4. 


“* ZADE=AAEP, .. LPDE=APEC. 

“* ZFBP = ADEP = 90°, LFPB = 
LDPE. .. LF = LPDE. 

“. LCFE= AFEC. .. CF=CE. 


WW OB=5— AB=5- Bo 

ee 

“y= 二 2, 即 AP=2. 

@ 若 EP 交 线段 CB 于 点 
CF =2. 

类 似 @. 易 得 CF = CE. 

“CE=5— AE=5— x, 


(如 图 11), 则 
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从 上 海 市 2005 年 春季 高 考 中 一 题 看 如 何 读 题 


311824 浙江 省 诸暨 市 汲 浦 中 学 蔡 明 王 苏 文 


2005 年 上 海 市 春季 高 考 的 数学 试卷 中 很 
多 题目 都 有 相当 大 的 研究 价值 . 读 题 与 解 题 是 
考试 中 必要 的 过 程 , 本 文 探讨 在 考 完 后 如 何 去 
更 仔细 地 读 题 与 解 题 , 从 中 去 发 气 问 题 , 做 些 
必要 的 发 散 , 发 挥 考题 本 身 的 重要 价值 

题目 21 题 :已 知 函 数 /lz) = “十 二 的 定 





义 域 为 (0 +eo), 且 (2)-24 2， 设 点 是 国 
数 图 象 上 的 任意 一 点 , 过 点 书 分 别 作 直 线 y = 
z 和 1y 轴 的 重 线 , 垂 足 分 别 为 M、N. (1) 求 的 
值 ; (2) 问 : |PM|:|PN| 是 否 为 定 值 ? 若是 , 则 
求 出 该 定 值 , 者 不 是 , 则 说 明理 由 ; (3) 设 O 为 
坐标 原点 , 求 四 边 形 OMPN 面积 的 最 小 值 

(本 题 的 解答 可 见 《数学 教学 》 杂志 2005 年 
第 2 期 .) 








图 1 

如 果 我 们 在 考 后 用 心 去 读 题 . 会 发 掘 出 一 
些 与 第 (2) 小 题 可 等 价 转换 的 结论 , 比如 : PM- 
PN、 和 人 PMN 的 面积 SApMn 等 问题 都 与 第 
(2) 小 题 这 个 是 否 为 定 值 紧密 有 关 ， 仔 细 分 析 
这 个 题目 的 图 形 , 不 难 发 现 O、M、P、N 四 点 
共 圆 , 日 LMON = 45°, 故 0 = LMPN = 
135。 因此 PM .PN = tad IBN| coso 和 


ps | | 
2 2 4 
也 为 定 值 . 
那么 这 些 结论 的 发 据 到 底 有 何 作 用 呢 ? 我 
们 可 以 反 过 来 看 看 给 出 的 参考 解答 , 发 现 (2)、 








(3) 两 个 问题 均 是 相对 独立 地 在 进行 求解 , 如 
果 能 注意 到 上 面 的 这 些 等 价 转换 的 结论 , 你 会 
发 现 求 (3) 中 的 面积 最 小 值 , 实际 上 需求 出 三 
角形 OMN 面积 的 最 小 值 , 看 起 来 好 象 解 题 方 
法 变化 不 大 , 但 至 少 可 以 看 出 把 问题 变 得 更 具 
体 化 与 合理 化 , 实现 了 题目 之 间 的 内 在 联系 . 

我 仔细 解答 后 , 又 形成 了 这 样 一 个 想法 , 即 
这 两 条 线 是 否 有 特殊 性 呢 ? 我 们 不 难 知道 这 两 
条 直线 事实 上 是 函数 的 渐 近 线 . 这 更 让 我 想起 
圆锥 曲线 中 的 双 曲 线 , 它 也 有 两 条 渐 近 线 , 屠 
么 上 面 这 个 结论 在 双 曲 线 中 是 否 成 立 呢 ? 

自 编 题 : 双 曲线 石 一 瑟 =1( 5 > 0) 
的 右 支 上 任意 一 点 己 , 作 两 条 渐 近 线 的 垂 线 , 重 
足 分 别 为 M、N, 问 |PM| .|PN| 是 否 为 定 值 ? 
若是 , 则 求 出 该 定 值 , 若 不 是 , 则 说 明理 由 . 

同样 可 以 改 为 : 巨 邮 .EN、APMN 的 面 
积 SAPMN (因为 <MON 为 定 值 ). 

yl 











图 2 
2 2 
分 析 : 设 P(zo,yo) 在 曲线 三 一 咎 一 1 
上 , 则 名 zw6 一 26 二 a9 如 ,结合 点 到 直线 距 


lbzxo 十 ayo| 
离 公式 可 得 : |PM| = 一 天 一 J IPN| = 
lbxo 一 ayo| a 
| PMI|.IPN|= -< 是 
i 
定 值 . 


我 们 可 以 进一步 思考 , 将 点 变 到 整个 曲线 
(下 转 第 9-35 页 ) 
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一 道 利 于 培养 分 析 能 力 的 高 考题 


312000 浙江 省 绍兴 市 越秀 外 国语 职业 学 院 朱 才 菊 


最 近 几 年 全 国 和 各 省 的 高 考 数学 试卷 较 好 
地 体现 了 能 力 立 意 , 体现 了 理性 思维 的 命题 改 
革 的 思想 . 所 以 试题 不 但 具有 较 强 的 考试 功能 ， 
而 且 具 有 丰富 的 教学 功能 , 值得 我 们 去 挖掘 和 
利用 . 本 文 就 2004 年 全 国 高 考卷 (I) (四 川 、 吉 
林 用 ) 第 22 题 为 例 , 给 出 剖析 . 

题目 : 已 知 f(x) = In(1 十 2x) 一, 9(Z) 一 
rlnz. 

(了 DD) 求 f(x) 的 最 大 值 ; 

(2) 设 0 < a < 5b, 证明:0 < g(a) 十 g(0) 一 


人 ee 


其 中 , 第 (1) 小 题 容易 入 手 , 一 般 学 生 几 乎 
都 能 求 得 当 z = 0 时 , f(z) 取得 最 大 值 0. 而 考 
查 的 难点 区 分 度 主要 体现 在 第 (2) 小 题 , 这 是 
一 道 典型 的 能 力 型 试题 , 所 涉及 的 数学 知识 和 
方法 对 每 一 位 考生 来 说 并 不 陌生 , 难点 是 如 何 

思路 分 析 一 

绝 大 多 数 考 生 首 先 想到 是 应 用 化 归 思 想 ， 
把 抽象 的 解析 式 具 体 化 , 然后 缩短 式 子 链 ， 即 
用 g(x) = x lInz 代 入 化 简 : 


sto -yg (ST) 





2g 








i 





Q 十 了 


ee b +blnb— bln 











一 wln 
Q 十 
“… 问题 就 转化 成 求证 不 等 式 : 
0<am -到 +bln 2 < (一 am2. 
Q 十 b Q 十 b 
知 再 进一步 转化 成 求证 不 等 式 : 


2a \" 20 0 
1 25-o 则 思 
(总 ) (让;) : ; 则 














维 受 阻 . 
若 联 想到 以 往 解 题 经 验 , 第 (2) 小 题 的 证 
明 , 往往 要 利用 第 (1) 小 题 的 结论 . 而 第 (1) 小 
题 的 结论 是 : 当 x = 0 时 , In(1 十 xX) 一 2 有 最 
大 值 0, 即 一 1 < x 且 x 关 0 时, In(1 十 xX)<z 
恒 成 立 . 接 下 去 要 思考 的 是 如 何 去 利 用 这 一 结 
论 ? 为 此 往往 要 注意 观察 一 些 表象 , 如 式 子 结 
和 不 等 号 方向 等 等 ; 另外 , 要 善于 观察 、 比 较 
条 件 和 结论 之 间 差 异 及 内 在 联系 , 逐步 缩小 差 
异 , 最 后 消灭 差异 , 达到 解决 矛盾 的 目的 . 
如 本 题 , 第 一 步 先 分 析 思 考 不 等 式 左 半 部 


分 的 证 明 . 要 证 的 不 等 式 是 0 < aln 二 可 


pm -二 与 已 知 条 件 : 当 -1 < z 且 2 关 0 时 | 
In(14z) < z 恒 成 立 比 较 , 发 现存 在 两 大 差异 
第 一 ,对 数 式 的 结构 的 差异 , 已 知 条 件 中 的 形 
式 是 Us 要 证 的 目标 中 的 形式 是 1 no ; 


和 In -一 ”第 一, 不 等 号 的 方向 相反 . 由 此 , 就 
想到 应 把 第 (1) 小 题 中 得 到 的 不 等 式 的 形式 变 
成 一 In(1 十 x) > 一 Z， 也 就 是 要 下 的 不 等 式 变 
成 0 < an 一 bin 2 二 ， 而 对 数 中 的 
页 数 部 分 部 应 该 变 成 1 + 的 形式 , 即 证 0 < 
= — bln (4 十 < 而 不 
和 起 Intl 二 2) < 和 的 应 用 尖 须 汤 尼 二 1 < 
且 z 过 0 的 条 件 所 以 必须 证 明 

> -1 #0 有 > -1 























可 








b - 
> -1 显然 都 成 立 , 而 只 ve 六 
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一 1 成 立 ， 即 证 < +1> 0 成 立 , 而 < 再 
二 > 0 成 立 ， 
故 应 用 不 等 式 In(1 + z) < z 的 条 件 满 足 ， 





























2 
i 2a 2b 
0 一 ab 
即 0 < “pm 二 bin 一 不等式 左 
半 部 分 的 思路 找到 


第 二 步 再 去 考虑 不 等 式 右 半 部 分 的 证 明 思 
路 , 即 如 何 证 不 等 式 : 
pe 
0 Se 
按 前 面 的 思考 方法 , 应 用 第 (1) 小 题 的 结 
论 : In(1 十 xX) < zx, 不 等 号 的 方向 与 所 要 证 的 


目标 就 一 致 了 , 于 是 进行 试探 : 
20 人 


















































b—a b—a 

Ey 2 

4) at+b’ 
两 式 相 加 得 aln bin 
党 全 Q 十 b a+b 
a—b b—a (a—b)? 

9 0 a+b 

Fe) 


a > 0, 故 只 需 证 2 < in2 到 此 , 可 以 发 现 
很 难 达 到 证 明 的 自 的 , 思维 受阻 , 只 好 回 过 头 


来 , 换 一 个 角度 去 观察 思考 . 
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观察 要 证 的 不 等 式 两 边 的 差异 : aln i 


bn -2 < (5 一 a)In2, 可 以 发 现 两 边 系数 
a 的 符号 相反 , 系数 5 的 符号 相同 , 所 以 是 否 可 
先 通过 适当 变形 , 使 两 边 系数 a 的 符号 也 相同 ， 
WL Da 和 如 下 变形 : 

















= —aln a 
于 是 加 是 吉 转化 为 二 不 等 
十 bn 本 <(b—a)ln2. 
a b 








lh 


但 是 ， i 
法 提取 公 因 子 , 所 以 ， es 
放 缩 , 把 两 者 变 成 相同 的 lnz 的 形式 , 然后 可 
竣 合 成 (0 一 a) lnz 的 形式 了 , 向 不 等 式 的 右边 
又 靠近 了 一 步 . 






































Saal 20 
不 妨 先 比较 号 一 与 一， 的 大 小 
_ pp\2 
,下 > _ Da 
2a a+b 2a(a+b) 
s a 2b 
” 2u a+b’ 
由 Inz 的 单调 性 得 In i 
> 2 Q 十 b 
由 此 可 以 得 到 bln < > bm 
2 
或 者 一 i 2 i 2 


这 两 个 结果 倒 底 哪 一 个 有 用 ， 还 得 继续 试 
探 . 若 用 第 一 式 , 则 得 : 


—aln 




















问题 转化 成 能 否 证 明 ln “了 < In2, 即 


Q 十 0 





证 : RE 
但 无 法 证 明 < 3a, 所 以 不 能 采用 , 说 明 放 得 
过 大 了 ; 再 试用 第 二 式 , 则 得 

十 bn 








Q 十 
—aln 
2a 
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从 日 本 高 中 招生 数学 试题 看 中 、 日 的 差异 


100025 北京 市 同仁 中 学 和 岳 荫 族 


有 六 接触 到 日 本 一 些 高 中 (特别 是 爱 知县 
的 高 中 ) 的 招生 试题 , 从 中 可 见 , 不 论 公立 高 中 
还 是 私立 高 中 , 其 招生 试题 给 人 的 整体 印象 , 可 
以 概括 为 “ 模 看 成 岭 岭 不 峻 , 侧 看 成 峰 峰 见 奇 ”. 


和 A rr rr 


20 
Q 十 


2b 
证 一 一 < 2 < 人 20 < 2a 十 20 >a>d0, 
Q 十 b 


故 问 题 得 证 . 

思路 分 析 二 

为 了 考查 考生 的 学 习 潜能 , 改革 后 的 高 考 
命题 中 也 注意 了 高 等 数学 思想 和 知识 的 渗透 ， 
所 以 在 中 学 数学 教学 中 , 也 应 该 注意 这 方面 的 
能 力 培养 , 本 题 也 是 一 道 典 型 的 例题 . 构造 
新 函数 往往 是 高 等 数学 证 明 中 的 一 种 重要 思 
想 方 法 . 因此 , 就 联想 到 能 否 把 g(a) + 9(b) 一 
29 0 及 g(a) + g(b) — 2g Ee 
人 一 ojin3 看 成 菜 一 变量 (如 8 或 q 的 函数 ( 另 
一 字母 看 成 常数 ), 通过 求 导 , 研究 函数 性 质 ( 像 
第 () 小 是 那样) 去 证 明 不 等 式 于 是 产生 了 
第 二 种 想法 | 

先 不 仿 令 Pa) = go+o(o)-20 ( 于 
(z > a > 0), 则 


E 
下 :区 二 (rma) (2. mn) 


1 
Ey ee 
人 2 


-to (ns) 


Q 十 和 
一 nz 一 ] 
nz n pt 





所 以 问题 转化 成 证 明 二 一 < in2, 即 























公立 校 招生 , 考 五 科 , 每 科 满 分 20 分 , 考试 
时 间 40 分 钟 , 私立 校 也 是 考 五 科 , 每 科 满 分 100 
分 , 考试 时 间 40 ~ 50 分 钟 (由 各 校 自己 决定 ). 
公立 校 的 试题 , 因 地 域 不 同 , 还 可 分 为 A、 





和 TTT 


“TzT>a>0,..272>7z+a>d0, 
Q 十 2 Q 十 2 
区 ，.。 nz > ln 
F(z) > 0， .. 
而 f(a) = 0， 


9g(Z) 一 2.9 








， 即 
F(Z) 在 (a, 十 00) 上 是 增 函 数 ， 
“. F(z) > F(a) = 0, 即 g(a)+ 
Q 十 2 
2 





) > 0 > «> 成 





而 >a>0,.. s+90) -yy (3 > 
0 (5 > a > 0) 成 立 . 

同 理 , 要 证 不 等 式 的 右 半 部 分 , 不 妨 可 令 
G(x) = F(z)—(z—a):ln2(x >a > 0)， 
对 G(X) 求 导 : G(x) = (Xz) 一 In2= lnz— 
A 
a+t+z, .. lInz—ln(a+7z) < 0, 即 G(x) < 
0，.… G(z) 在 (a, 十 00) 是 减 函数 ，.. G(x) < 
G(a)= F(a)—(a—a)ln2=0,.. G(x)<0 
成 立 , 即 下 (z) < (zx 一 a)ln2 成 立 , 而 5>a> 
0, 





Q 十 0 
2 





2 go) + ol -2.9( < (5b— 


oj In2 成 立 , 思路 找到 . 

要 有 效 提高 学 生 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 
力 , 教师 必须 要 选 好 典型 的 例题 有 意识 地 将 
自己 探究 问题 的 真实 思维 过 程 , 以 现 推 现 想 、 
出 声 的 思维 方式 暴露 给 学 生 , 让 学 生 通 过 具体 
实例 , 逐步 掌握 科学 的 分 析 方 法 . 所 以 优秀 的 
典型 例题 是 培养 能 力 的 必 不 可 少 的 载体 . 而 最 
近 几 年 的 高 考试 题 中 蕴藏 着 这 方面 的 丰富 资 
源 , 值得 广大 数学 教师 去 开发 利用 . 
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B 卷 . 

从 初中 教材 几 大 知识 板块 在 试题 中 所 占 地 
位 看 , 中 日 两 国 基本 一 致 ， 然而 日 本 试题 的 难 
度 , 远 远 低 于 我 国 , 所 以 说 : 

一 、“ 横 看 成 岭 岭 不 峻 ” 

1. 二 次 方程 历来 是 我 国 中 考试 题 的 一 个 重 
点 内 容 , 侧重 于 根 的 判别 式 、 根 和 系数 关系 、 
解 可 化 为 二 次 方程 的 某 些 方程 ， 这些 相关 试 
题 , 在 日 本 是 少见 的 , 日 本 的 试题 多 是 解 一 般 
一 元 二 次 方程 , 像 下 面 的 例 1, 在 日 本 的 教学 辅 
导读 物 中 , 特别 注 有 “ 难 " 字 . 

例 1 (东京 : 海 城 高 中 ) 已 知 方程 式 z2 一 
3z 一 6 = 0 的 根 是 wb(a > 5b), 方程 x? 一 
37 一 2 = 0 的 根 c.d(c > dd). 求 (a 一 ce 一 
db 一 c)(a 一 d) 的 值 . 

简 评 : 这 是 很 普通 的 一 道 试题 , 从 求 根 公 
式 入 手 , 很 容易 得 到 a、b、c、d 四 个 根 , 代入 到 
所 给 代数 式 中 , 得 到 其 积 为 16. 

若 从 根 的 意义 考虑 , 结合 两 个 方程 的 内 在 
联系 , 由 z2 一 37 一 6 = (x?2 一 3x 一 2) 一 4, 则 

2Z2 一 37 一 6=(Z 一 clz 一 dd) 一 4 

“a.b 是 z* 一 3z 一 6 二 0 的 根 . 


数学 教学 


0-47 
(了 ) 求 A 人 CBE 的 面积 ; 
(2) 求 CG 的 长 ; 
(3) 设 4C 与 BE 交 于 点 有 H, 求人 4B 有 H 的 
面积 . 
略 解 : (1) 12cm?. (2) 


45 
(3) 一 cm?， 过 轧 点 作 BF 上 BC 于 碾 ,， 


26 
EH 
交 AC 于 KK, ABHKc 人 BHA4, 求 得 地 = 


3 ,EH 3 
10’'" BE 13 13 


3V10 


10 
cm. 
2 





而 SAABE = es “。 








B 


图 2 
例 3 (2004 年 名 古 屋 稻 山 女 学 园 高 中 ) 半 
径 为 3cm 的 圆 O 中 , 直径 4B 的 不 同 侧 有 定点 
C 和 动 点 P( 如 图 3). 已 知 4B : BC : C4 = 
5 :4:3, 点 P 在 4B 上 运动 , PB 延长 线 上 有 





“. (a—c)(a—d)—4=0,(0—c)(b—d) 
4=0. 
(a—oc(b—d(b—ce)(a—d)= 16. 





2. 平面 几何 试题 , 我 国 常 放 在 压轴 题 或 倒 
数 第 2、3 题 的 位 置 , 一 般 是 把 圆 的 性 质 、 相 似 形 
综合 考查 . 日 本 的 平面 几何 内 容 , 多 以 平行 四 
边 形 、 和 矩形 、 圆 为 知识 载体 , 也 是 放 在 倒数 1、2 
题 的 位 置 考查 . 

例 2 (2004 年 爱 知县 公立 校 试题 B) 长 方 
形 ABCD 中 , AD = 6cm, 4AB = 5cm, BE = 
CE = 5cm, G 是 BD 中 点 (如 图 1). 

A 万 





点 Q, HCQ 1 CP. 
(1) 当 CP 等 于 圆 的 直径 时 , 求 CQ 的 长 ; 
(2) 当 书 与 4 重合 ，Q@ 与 已 重合 为 起 始 状 
态 , 然后 已 开始 沿 A 从 A 运动 到 B, @ 从 B 
运动 到 B' 时 , 求 点 @ 运动 的 长 度 ; 
(3) 求 (2) 中 CQ 运动 中 扫 过 的 面积 . 








略 解 : (1) CQ = 8cm， 
(2) 当 与 BB 重合 , @ 与 B' 重 合 时 ， 局 外 和 
迹 是 弧 BB' 一 -半圆 . 由 题 设 可 求 得 BC = 
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cm, 又 由 人 BCB’'c 八 ACB, 求 得 BB’ = 8 
cm, 所 以 BB’' = 4r em. 

(3) CQ 扫 过 的 面积 是 以 BB' 为 直径 的 半 
国 面积 与 Rt BC P' 面 积 之 和 , 根据 三 角形 相 
似 求 得 B'C = 后 cm, 则 所 求 面积 为 与 二 
8r(cm2). 

3. 二 次 函数 是 我 国 中 考 重 点 考查 的 内 容 ， 
且 都 放 在 压轴 题 位 置 , 有 相当 的 难度 , 日 本 的 
高 中 招生 试题 , 虽然 也 常常 把 二 次 函数 试题 放 
在 最 后 一 题 , 但 其 难度 无 法 与 我 国 相 比 . 像 北 
京 2003 年 那样 的 二 次 函数 试题 , 在 日 本 的 试题 
及 课外 读物 中 , 均 无 法 见 到 . 我 检索 到 的 惟一 
关于 二 次 函数 的 难题 ( 书 上 注 明 的 ) 如 下 : 

例 4 ( 爱 媛 县 . 爱 光 高 中 ) 和 矩形 4BCD 的 
机 点 4、 万 在 抽 物 线 y = 32? 上 (如 图 四 ,4 点 
模 坐标 为 a(a > 0). P 是 BC 上 一 点 , 点 横 坐 
标 是 5. OP 交 AD 于 Q, PQ 分 矩形 4BCD 为 
两 部 分 , 日 CDQP 与 4BPQ@ 面 积 的 比 为 7:3. 

(1) 求 点 Q@ 的 机 坐标 ; 

(2) 求 4B 边 的 长 . 











Sl 





略 解 :(D 4 ( io) 设 P (52,6).Q (8 
3 )- Bo 及 OP 对 应 一 次 函数 y = 和 
a3 1 
可 求 得 @ (S$ De 
国 剖 二 全 > 2 i ES 
梯形 CDQP 与 4BPQ 面积 比 为 7:3， 则 
ABPQ 面积 是 矩形 面积 的 10， 


1 
由 了 
Se 5 » et 
解 得 b 二 6° ; @ 点 横 坐 标 为 1072: 


1 1 
2)14B| = 一 二 a2 一 二 a2. 
(2)14B| 0 三 330 


2 a 
) 进一步 东 得 IBP| = 


a? 3 
-二 ja:.14BI== 二 .2a.14B 
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本 题 考 查 一 次 函数 、 二 次 函数 的 基础 知识 
及 待定 系数 法 , 具有 一 定 的 综合 性 , 但 与 我 国 
压轴 题 难 度 相 比 , 似乎 还 够 不 上 最 后 一 道 题 的 
水 平 . 

二 、“ 侧 看 成 峰 峰 见 奇 ” 

日 本 的 中 考试 题 , 从 命题 的 立意 和 构思 看 ， 
也 有 很 多 新 奇 之 处 , 值得 我 们 参考 , 如 例 2 中 之 
(3) 求 面积 的 思路 ; 例 3 中 (2) 的 想象 力 就 反映 
了 一 个 侧面 . 

1. 对 于 传统 的 几何 题 ， 推陈出新 , 即 老 问 
题 巧 设 问 . 

例 5 (2004 年 名 古 屋 经 济 大 学 市 村 高 中 ) 
如 图 6, 公路 4B 的 一 侧 有 一 块 土地 以 折线 
OPQ (小 路 ) 为 界 分 成 面积 比 为 1:2 的 两 块 , 分 
别 为 两 家 开发 商 所 有 . 为 了 使 各 自 的 小 区 整齐 ， 
便于 合理 规划 , 两 家 协商 将 小 路 OPQ 取 直 , 但 
仍 保持 各 自 土地 面积 比 不 变 , 请 你 用 红线 画 出 
取 直 后 的 小 路 , 并 说 明 你 的 设计 的 合理 性 . 

O 

















图 6 

这 是 一 道 考 查 等 积 变换 的 传统 题 , 我 国 近 
几 年 的 中 考题 已 不 多 见 , 在 这 里 它 融 合 社 会 生 
活 实践 , 有 实际 应 用 价值 . 

画 法 : 连结 OQ, 过 局 点 作 OQ 的 平行 线 交 
4B 于 RR, 连结 OR, 则 OR 为 取 直 后 的 道路 , 且 
路 左右 两 侧 土 地 面积 比 仍 为 1:2. 证 明 略 . 

2. 重视 分 析 、 归 纳 推 理 能 力 的 考查 . 

例 6 (2003 年 名 古 屋 经 济 大 学 市 村 高 中 ) 
有 如 图 7 的 通道 , 通过 时 , 只 许 向 前 进 , 不 可 向 
后 折返 而 迁 回 通过 , 如 图 8. 请 问 

( 蕊 从 1 到 5 有 几 种 不 同 的 走 法 ; 

(2) 从 1 到 10 有 几 种 不 同 走 法 . 

本 题 从 所 用 知识 看 , 应 是 考查 加 法 计数 原 
理 和 乘法 计数 原理 , 可 是 日 本 的 初中 数学 教材 ， 
根本 不 讲 排列 、 组 合 . 所 以 , 从 本 质 上 看 是 考 
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查 学 生 的 分 析 、 推 理 能 力 一 要 求学 生 自 己 运 
用 自己 的 数学 素养 , 理解 计数 原理 并 能 应 用 . 

略 解 : (1) 应 用 列举 法 , 发 现 有 5 种 不 同 走 
法 

(2) 从 1 到 10 的 走 法 分 两 类 : 

第 一 类 :从 1 经 过 5 到 10. 因 从 1 到 5 有 5 种 
走 法 , 而 从 5 到 10 有 8 种 走 法 , 即 5 一 7 一 9 一 10， 
5—6—8 一 10, 5 一 7 一 8 一 10, 5 一 7 一 8 一 9 一 10， 
5 一 6 一 7 一 9 一 10，5 一 6 一 8 一 9 一 10， 

5 一 6 一 7 一 8 一 10，5 一 6 一 7 一 8 一 9 一 10， 

所 以 从 1 经 过 5 到 10 有 5 x 8 = 40 (种 ). 

第 二 类 : 从 1 到 4 再 从 4 到 10. 通过 列举 可 
知 , 从 1 到 4 有 3 种 不 同 走 法 , 从 4 到 10 有 5 种 
不 同 走 法 , 所 以 从 1 经 过 4 到 10 有 3 x5 = 15 
(种 ) 








所 以 从 1 到 10 有 40+15 = 55 种 不 同 走 法 
3. 日 本 的 初中 教材 , 有 等 可 能 事件 概率 和 
立体 几何 基础 知识 , 概率 求解 不 涉及 排列 组 合 
知识 , 立体 几何 不 要 求 严格 推理 论证 , 重点 放 
在 空间 想象 能 力 及 面积 、 体积 计算 上 . 从 试题 
看 似乎 我 国 是 讲究“ 精深 *, 日 本 是 讲究 “广博 ” 

例 7 (2004 年 名 城 大 学 附属 高 中 ) 有 标号 
为 1、2、3、4 的 4 个 盒子 , 分别 放 标号 为 1、2、 
3、4 个 球 . 

(1) 只 有 一 个 球 的 标号 与 盒子 标号 相同 的 
概率 是 多 少 ? 

(2) 球 与 盒子 标号 互 不 相同 的 概率 是 多 少 ? 

咯 解 :4 个 球 放 入 4 个 盒子 中 , 有 24 种 不 同 
放 法 . 所 以 (1) 所 求 概率 为 闻 = 了 
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(2) 球 与 盒子 标号 互 异 的 放 法 有 9 种 , 可 以 
用 列举 法 求 得 . 

这 与 我 国 1993 年 的 一 道 高 考题 类 似 , 该 题 
是 :同室 四 人 各 写 一 张 贺年 卡 , 先 集中 起 来 , 然 
后 每 人 从 中 拿 一 张 别 人 送出 的 贺卡 , 则 四 张 多 
卡 不 同 的 分 配方 式 有 -pp (时 

(A)6 种 ，(B)9 种 ;(C)11 种 ; (D)23 种 . 

本 题 (2) 的 答案 是 卫 = 

例 8 (2003 年 名 上 古 屋 女子 大 学 附中 ) 如 图 
9, 长 方 体 的 长 4C = 20cm, 高 4D = 9cm, 宽 
8cm. BB、 世 分 别 是 上 、 下 底面 对 角 线 的 交点 ， 











图 9 
DG:GF=1:3,DH:HE=1:1,EI: 
IB = 1 :2. 求 以 GHEF 为 底面 与 过 C、H、J 
三 点 的 截面 围 成 的 几何 体 的 体积 . 

略 解 :如 图 10. 设 DF、AC 中 点 为 L、 7， 
作 ITK/EL, TM/EF.， 将 所 求 几何 体 分 割 成 
几 个 常见 几何 体 ， 人 机 








图 10 


设 C 一 KIM 体积 为 Vi, KLM 一 LEF 体 
积 为 2, 一 BIKL 体 积 为 V3, K 一 GHL 体 
积 为 位 , 则 总 体积 VV 二 太 十 十 扣 十 六 = 
40+ 60+4+20+5= 125(cm3). 

4. 用 定义 型 试题 , 考查 学 生 的 接受 能 力 、 
理解 能 力 及 应 用 能 力 . 

定义 型 试题 , 我 国 多 在 竞赛 题 、 高 考题 中 
出 现 , 在 日 本 , 中 考试 题 中 就 开始 有 了 . 
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编 后 漫笔 


有 感 于 “数学 教育 神话 


张 黄 宙 ” 赵 小 平 


本 期 刊 出 一 篇 译文 , 说 的 是 有 关 美 国 数学 
教育 的 “学 习 神 话 ”. 这 是 持 不 同意 见 双方 的 辩 
论 纪要 .一 方面 是 美国 最 具 权 威 的 数学 教育 
组 织 一 “全 美 数 学 教师 协会 (NCTM )”, 2000 
年 编制 的 《数学 课程 标准 》 为 许多 美国 学 区 采 
用 , 并 影响 世界 . 男 一 方 则 是 一 群 对 美国 数学 
教育 不 满 的 学 者 和 家 长 . 美国 关于 数学 教育 的 
辩论 由 来 已 久 , 世 称 “数学 战争 ”. 这 次 的 辩论 ， 
由 华盛顿 邮 报 记者 组 织 双 方 的 意见 , 在 报 上 公 
开发 表 . 

读 了 这 篇 报道 , 第 一 个 感觉 是 : 中国 也 同 
样 流传 着 这 样 的 神话 ， 近 年 来 的 数学 教育 导 
向 , 视 “ 过 去 的 ”为 “传统 的 "， 而 传统 观念 则 是 
需要 转变 的 . 启发 式 、“ 加 强 双 基 ”、 记忆 练 习 等 
等 , 似乎 都 “过 时 了 ”. 今日 提倡 的 数学 教学 模 
式 , 只 能 是 “情景 活动 、 合作、 探究、 发现". 建 
构 主 义 被 捧 到 天 上 , 成 为 学 习 理论 的 新 纪元 和 
革命 教师 的 主导 作用 不 敢 提 了 , 讲授 成 了 错 
误 . 学 生 只 有 自己 探索 才 是 获得 知识 的 源泉 . 


mr rOrOrOrOrOrrOrOrOrOrOrrOrr rr 
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a Rt 人 AADEc RtAPD4, 故 


AD? a2 


a 
PD Va+t(3a) VIO 


ED = 


读 了 这 篇 报道 , 我 们 知道 这 样 的 神话 在 美国 盛 
行 , 中 国 的 数学 教育 神话 看 来 源 自 美国 . 

这 篇 报道 给 我 们 的 第 二 个 启示 是 , 教育 改 
革 需 要 辩论 . 教育 理念 需要 在 争论 中 形成 , 改 
革 不 能 靠 强力 推行 美国 的 NCTM 是 一 个 权 
威 机 构 (虽然 是 民间 组 织 ). 她 所 主张 的 “问题 解 
决 ” 数 学 教育 模式 , 曾经 风靡 世界 . 那么 NOCTM 
的 主张 是 否 正 确 呢 ? 在 美国 是 有 争论 的 . 中 国 
的 数学 教育 目前 也 面临 着 争论 . 这 是 好 事 . 不 
过 , 我 们 缺少 一 种 面对面 的 争论 气氛 . 一 派 声 
音 大 了 , 男 一 派 就 不 作 声 了 . 过 了 一 阵 , 这 派 声 
音 大 , 那 派 又 沉默 着 . 影响 到 基层 , 就 会 感觉 到 
在 “ 翻 烧 饼 ””. 

中 国 是 一 个 有 和 悠久 历史 、 丰富 实践 经 验 的 
教育 大 国 . 独立 思考 , 不 随波逐流 , 用 自己 的 头 
脑 思考 , 并 在 这 基础 上 , 开展 学 术 争 论 . 这 样 
做 , 有 助 于 中 国 的 数学 教育 的 发 展 与 进步 . 破 
除 一 些 不 合 实际 的 “神话 ”, 也 是 对 世界 数学 教 
育 的 一 份 贡献 





和 AA 





在 Rt 和 AAHO 中 , 
OH v5 
sin ZHAO 一 20 一 0 
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